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Zusammenfassung.In dem vorliegenden Beitrag wird2  |nformation

ein Zusammenhang zwischen dem informationstheoreti-

schen Begriff der Information und dem Risikobegriff deSeip= (py,.. ., pn) eine diskrete Wahrscheinlichkeitsver-
Portfoliotheorie hergestellt. Dazu werden Optimierunggeilung, d.h.p; > 0 und S, pi = 1 ([2] §4). Oft wird
probleme, den zu erwartenden Ertrag eines aus Subporgiawuch kur2Wahrscheinlichkeitsvektarenannt[[6}5102.
lios bestehenden Gesamtportfolios unter spezifischen I¥¢e durchschnittliche Information Kp) ist definiert als
benbedingungen zu maximieren, formuliert undogel N

Neben einer Anwendungif das zentrale Controlling ei- H(p)=— ZI pilogpi, (1)
nes Finanzunternehmens bietet das Resultat die Grundla- =

ge fur einen Ansatz, den morégen Wert von Information

-u bestimmen. vgl. [5,11,16]. Wir werden in diesem Beitrag uniéag

den Logarithmus zur Basis 2 verstehglog2"), der oft
auch mit,Id* bezeichnet wirdH (p) ist somit die Infor-
mation vonp in Bit. Da stets O< p; < 1, ist die Informa-
tion H(p) fur eine diskrete Wahrscheinlichkeitsverteilung

. . : . >
Abstract. In the present paper a connection between thdmmer eine nichtnegative GRe H(p) = 0.

notion of information and the notion of risk in portfolio Information Fangt also lediglich von einer gegebenen

selection theorv is shown. For this puroose. o timizati(\)/Mahrscheinlichkeitsverteilungab und bezieht sich nicht
Y ’ purpose, op auf den Inhalt oder die Bedeutung der zu Grunde liegen-

problems to maximize, under .specmc. bpundary valueqsén Ereignisse. DigVahrscheinlichkeitermit denen die
the expected return of a portfolio consistingno§ubport- . . . : . o
Ereignisse eintreten, sind relevant, nicht die Ereignisse

folios is formulated gnd solve.d. Be.S'd?S an application fo(ralber. Die Semantik liegt implizit bereits in der Bestim-
the central controlling of a financial institute, the resu

. : . ung der Wahrscheinlichkeiten.
yields the basis for a new ansatz to determine the moneta-.. - : .
. . ie Definition von Information kann auf stetige Wahr-
ry value of information.

scheinlichkeitsverteilungen verallgemeinert werden, vgl.
Key words: information, risk, moment-return relation,[16] §.20 oder[11ES. - . .
. . i , ; Seien nunp und g Wahrscheinlichkeitsvektoren mit
portfolio, stochastics, financial mathematics : .
der Eigenschaft, dasg nur da verschwindet, wo augh
gleich Null ist. Dann ist di&ullback-Leibler-Information
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1 Ein|eitung oder dierelative Entropievon p beziglich g definiert
durch N

Kurzlich konnte der Autor [19] na_chwei_sen_, Wi_e_ Qer K(p;q) = Z\pi |ogE_i7 2

zu erwartende Ertrag eines Portfolios mit diversifizier- is ai

ter Verteilung statistischer Momente und investierten Kggl. [1, [4,[10]. Die Kullback-Leibler-Information ist ein
pitals auf SubporthIiOS informationstheoretisch interprMaB fur die Abweichung zweier Ver'[e“ungen_ Hier-
tiert werden kann. Damit wurde ein neuer Zusammenhaggi kann die Wahrscheinlichkeitsverteiluggaufgefasst
zwischen Information und Risiko entdeckt. Kennt magerden als mathematische Beschreibung Aesriori-
die Verteilung des investierten Kapitals auf die eiﬂzeanissens oder der aﬂmghchen Vorkenntniﬂayesian pri_
Subportfolios sowie diejenige der statistischen Momegr distribution [8) [9]), die aufgrund neuer Erkenntnis-
te, so ist die zu erwartende Rendite des Gesamtportfoligs etwa durch eine Messung oder durch Lernen, zu ei-
gleich einer einfachen Funktion der Entropien beider Vafer géanderten Wahrscheinlichkeitsverteilupgiihrt; die
teilungen. Insbesondere ist Kullback-Leibler-Information ist dann der entsprechende
Informationsgewinn.

In diesem Beitrag wird die Kullback-Leibler-
Im folgenden wird dieser Zusammenhariher erhutert. Information allgemein als die Informationsdifferenz

Renditeverlust InformationsdifferenzZeit.



aufgefasst, die dasWissen“ p von dem,Wissen*q 4 \/ariation der Momente und In-
unterscheidet. .- . .
vestitionsanteile bein Subportfo-

3 Die Moment-Ertrag-Relation lios

Ublicherweise wird in der Finanzmathematik angenoﬁﬁbvggse:)égael:‘szzEﬂpoizgﬁgsﬁ.ru?ielgelegﬁ FT:] dF;?]réfr?llo
Iy I — Ly weeylhy

men, da_ss d|e. Ze'thCh.e Emwmklung des Ertrags e.mge%veils der BetragpW mit p; = 0 undy; pi = 1 investiert
Wertpapiers (einer Aktie, einer Anleihe, aber auch eines . , : .

. ; . : ; wird (so dass die Gesamtsumme der investierten Kapital-
Derivats wie z.B. einer Option) auf einem sogenannten. .. oo .

. : etiage also genaly ergibt:y; piW = W). Die erwarteten

stochastischen Proze¥s beruht. Unter der milden Be- rtrage seien nach(4) beziffert mit
dingung, dassiir diesen Prozess ein stochastisches In{%- g
gral Uiberhaupt nur definiert ist, dass also pWIn2

t Ri=
X(t) = / X, dr, 3) N
0 Der zu erwartende Gesamtertrag R des Portfolioausel
existiert, konnte der Autof [19] nachweisen, dass der gi¢h aufR=3;R.
erwartende ErtradR des in das Wertpapier investierten Wir nehmen an, dass das investierte Kapital dten

KapitalsW Uber den Zeithorizont durch die Moment- SubportfoliosWi = piW nichtnegativ ist. Definieren wir
Ertrag-Relation noch den Wahrscheinlichkeitsvekigpe (g, ..., 0n) mit

logs, wos =[1+ut+oix(t)]. (7)

n

R:VTV In[1+4 ut + ox(t)], (4) G=s/s, ~wos=}s; (8)
=1

gegeben ist. Hierbei sind die beiden zeitabyigen Funk- =441 1¥nnen p und q als diskrete Wahrscheinlich-
tioneny undo durch die Integrale der beiden ersten MQzaitsdichten auf dem abstrakten Phasenradim: n;
mente des stochastischen Prozesses gegeben: ..., My} der SubportfoliodT; aufgefasst werden. Damit

t t konnen wir die gesamte zu erwartende RenditeR/W
p=pt)= _/0 p(r)dr, o=o(t)= ./0 6(1)dXe, (5) schreiben als

wo [i die erwarteteAnderungsrate des Prozesses (die | n

,Drift*) bezeichnet, unds seine bedingte Standardabwei- r=— Zl pilogq; +logs| . 9)
chung (die,Diffusion”); nahere Details zu stochastischen =

Prozessen findet man z.B. in [2,/14]. Mit den Gleichungen[{1) und}2) kann man dies aus-

Ublicherweise wird iir X, eine Brownsche Bewegunggriicken als
angenommen, so dass der Wertpapierkurs einen so ge-
nannten Ito-Prozess ergibt [3,[7.] 13] 17| 20)r Bie Be-
trachtungen des vorliegenden Beitrags sind diese Annah-
men und Zusammeunge jedoch nicht weiter relevant. o . .

4.1 Variation der Investitionsanteile p und

Folgerung. Die Ertragsfunktion geigt dem Gesetz des der Momentes

sinkenden Grenzertrags sowohl bei steigendem erwagi§st es keine Restriktionen, so wird der zu erwartende

ten Ertragu als auch bei steigendem Risiky d.h. sie gryraqr maximal, wenn das Investitionskapital und die
ist konkav beaglich der stochastischen Momente. Weg&{jomente gleichverteilt sind, wenn also

der Eigenschaft des Logarithmus
IN(14+X) = x—x2/2433/3— X /a+...,  (6) pi=s/s=1/n  furjedes =1...n. (11)

gilt fir u = ut + ox(t), dass log(1+ u) ~ u/In2 fir Der B_eweis wird im Appendix gegeben. Mit Gleichung
u< 1, und log(1+ u) ~ log,u fir u> 1. Das bedeu- (1) gilt dann wegeiK (p;q) = 0 undH (p) = logn:

tet, dassiir kleine Momenteau < 1 sich der Ertrag etwa In2 In2
proportional zw verhalt (d.h. eine Verdopplung der Mo- r= [logs—H(p)] =
mentfunktionu beispielsweise bewirkt in etwa eine Ver-

dopplung des Ertrags),atirend @ir extrem hohe Momen- Dieses Ergebnis, d.h. die Optimalitder Gleichvertei-

te u>> 1 eine weitere Erbhung eine geringer ausfalleniung, deckt sich mit dem Resultat der klassischen Port-
de Ertohung des Ertrags nach sich zieht (d.h. eine Vdoliotheorie, dass ein risikoaverser Investor sein Port-
dopplung bewirkt im Wesentlichen nur eine Addition urfolio auf moglichst viele Risikopositionen diversifiziert

1 Bit). (, Don’t put all your eggs in one baskefi5,[17,20]).

r= "2 logs—H(p) ~K(ma).  (10)

s
=1 T Iogﬁ. (12)



4.2 Variation der Investitionsanteile p bei bewusstesnformation hidingder Manager der Subport-
festems folios. Man sieht sofort, dass in diesem Fall die Wahl der
optimalen Kapitalverteilung misslingt, denn die Informa-
Seis = const gegeben, Gesamtmomentenbedingung®)tionsdifferenz diickt den Gewinn: Der zu erwartende Er-
Mit der elementarenintegrierten Gibbs-Ungleichung®  trag wird nicht maximal.

Vor allem jedoch liefert das Resultat einen Ansatz zur

n n
Zpi logg < Zpi log pi (13) monetiren Bewertung von Information. Denn mit Glei-
i= i= chung [(I#) sieht man, dass bei gegebener Gesamtmomen-
(z.B. [12)]) gilt damit fir den Gesamtertrag tenbedingung der maximale zu erwartende Ertrag
In2
In2 - “ _
r < —= [logs—H(p)]. (14) r.=— llogs—H(p)]

Der Ausdruck in den eckigen Klammern Jij10) zeigtals!fmet' Andert sich nun die Momentenverteilung, bei-

dass bei gegebener Momentfunktisnler Ertrag genau spielsweise durch Markt- oder Portfoliogderungen, so

. - =
dann maximal ist, wenn die Kullback-Leibler-InformatiofiSt P.7 0 und der Ertrag ist durch [(10) gegeben. Bei ei-
verschwindetK (p;q) = 0. Nach [19] ist dasifr zwei ngrAnderung_der Momente entspricht die Informations-
Wahrscheinlichkeitsdichtep und q genau dann der Fall, differenz damit

wennp = g. Der Gesamtertrag ist daher genau dann ma- ) t
ximal, wenn K(p;a) = inz (re—r). (16)

pi=s/s furjedes=1,...,n. (15) Information kostet also,amlich den Preis der relativen

) ) Ertragsminderung mal Zeit.
Geometrisch bedeutet Gleichurjg](15), dass dierest-

mentvektor‘ (ps, ..., pn) die gleiche Richtung hat wie )
der,Momentenvektor{(sy, ..., s). Appendix

. . Zu losen ist das folgende Optimierungsproblem: Ma-
5 Diskussion ximiere den zu erwartenden Ertrag aus Gleichung

o . Mit den beiden Nebenbedingung&f ; pi = 1 und
Das Opt|m|erungsprqblem, den zu erwartenden Ertrag I g = 1 lasst sich das Maximierungsproblem durch die
nes aush Subportfolios bestehenden Gesamtportfoli grange-Funktion

durch optimale Wahl der Investionskapitalverteilung zu

maximieren, wird in dem vorliegenden Beitraigr fzwei n n

unterschiedliche Randbedingungen formuliert undsel L=r+th (Zl Pi— 1) +A2 (,Zqi - 1> a7
Durch Gleichung[(T0) wird der zu erwartende Ertragit = =

der Kullback-Leibler-Information in Beziehung gebrachausdiicken. Die Paramete; und 4, sind die Lagrange-
Gleichung[(ID) erlaubt die bemerkenswerte Schiussfolddultiplikatoren. Bildet man nun den Gradienten der
rung, dass jede Informationsdifferei p;q) zwischen Lagrange-Funktior’ = .Z(p,q,A1,42), so erfalt man

der Kenntnisp der Investitionsverteilung und der Vor- R

kenntnisq der Risiken den zu erwartenden Ertrag min- oo In2 logg; + A4, (18)
dert. Insbesondere ist bei freier Wahl der Investitionsan- !

teile und der Momentenverteilung die Gleichverteilungeiter mitdr/dq = (dr/ds)(ds/dai) = piIn2/(qit):
optimal. 0% In2p

Nach einer Idee von Stoughton und Zechner [E8kt %% - 1 o
sich das Resultat im zentralen Controlling einesrafb- G G
teilungen bestehenden Finanzinstituts direkt anwendégwie schlie3lich
Hier ist das Gesamtportfolio das gesamte Unternehmen, Jy¥ N Jdy N
wahrend die Abteilungen den Subportfolios entsprechen. EN = Zl pi—1, EXN = _ZlQi -1 (20
Das Controlling muss also bémt sein, die Verteilung = =
des Investitionskapitals auf die einzelnen Abteilungen dgetzt man den Gradienten gleich Null, gri#d= 0, so
Verteilung der Momente gea Gleichung[(I]1) oder, beierhalt man neben den Randbedingungen der beiden Glei-
gegebener Gesamtmomentbedingung, @&fL%) anzu- chungen[(20) durch Gleichurig (18)
passen. - _

Ein weiterer Aspekt ergibt sich durch den Ausblick A1 = —In2 logg;. (1)
auf den Fall unvollsindiger Information. Normalerwei-Da dies konstantifr allei = 1, ..., n gilt, folgt sofort,
se wird die Verteilung der Momente nur unvodlatlig be- dassg; = ...= g, = 1/n. Entsprechend folgt dann mit
kannt sein, sei es durch prinzipielles Unwissen oder dur@lteichung ), dassaugh =...=ph,=1/n. g.ed.

+ A2, (19)
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