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Einleitung

»Die Anschauungen über Raum und Zeit, die ich Ihnen entwickeln möchte, sind auf experi-
mentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin liegt ihre Stärke. Ihre Tendenz ist eine radi-
kale. Von Stund’ an sollen Raum für sich und Zeit für sich völlig zu Schatten herabsinken und
nur noch eine Art Union der beiden soll Selbständigkeit bewahren.« Als Hermann Minkowski
[36] mit diesen Worten seinen berühmten Vortrag »Raum und Zeit« am 21. September 1908 in
Köln einleitete, wußte noch niemand, daß er durch seine neue geometrische Betrachtungsweise
bereits den Keim der Allgemeinen Relativität Einsteins entwickelt hatte. In der Allgemeinen
Relativität wird die Raumzeit durch eine vierdimensionale (parakompakte glatte) Mannigfal-
tigkeit M beschrieben, die mit einem metrischen Tensor g der Signatur −2, d.h. (+,−,−,−),
versehen ist.

Gerade wegen der »Art Union« von Raum und Zeit haben funktionalanalytische Methoden
bisher recht spärlich Anwendung im Rahmen der Allgemeinen Relativität gefunden, im Gegen-
satz z.B. zum Fall der Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit positiv definiter Metrik. Die vor-
liegende Arbeit gibt jedoch hinreichende Kriterien an, für die die aus der Speziellen Relativität
wohlbekannten unquantisierten Spinwellengleichungen des Dirac-, Weyl- und Maxwellfeldes,
umgeschrieben als Evolutionsgleichungen, in die gekrümmte Welt »hinübergerettet« werden
können:

(i) Die vierdimensionale offene Mannigfaltigkeit M ist parallelisierbar; dies sichert die
globale Existenz von Spinoren.

(ii) Die zeitartige kontravariante Komponente des metrischen Tensors ist positiv für alle
Punkte der zu betrachtenden Karte (U ,ϕ), U ⊂M , ϕ : U →U ⊂R4, d.h. es gilt

g 00(x) > 0 ∀x ∈U .

Dies ist nicht äquivalent zu der in diesem Zusammenhang üblichen Voraussetzung
g00(x) > 0, wie bereits das Beispiel der Ergosphäre der Kerr-Newman-Raumzeit zeigt,
vgl. Gleichung (3.7) und Lemma 3.1. Diese Bedingung ist allerdings unter physikalisch
sehr plausiblen Voraussetzungen erfüllt, wie Lemma 2.4 zeigt.

(iii) Die Hyperfläche
Ut = (x0 = ct = const, x1, x1, x3)

der Kartenumgebung U =ϕ(U ) ist zusammenhängend.

Mit (i), (ii), und (iii) lassen sich die Spinwellengleichungen für n ∈ {2,3,4} umschreiben zu
einer Evolutionsgleichung der Form

∂

∂t
ψ=−

3∑
ν=1

αν
∂

∂xν
ψ+βψ

mit den vier komplexen (n ×n)-Matrizen αν(t ,x), ν = 1, 2, 3, β(t ,x) für ψ ∈ C∞
0 (Ut ,Cn).

Bezeichnen wir für s = n−1
2 die Operatoren auf der rechten Seite mit L(s), so ist A := L( 3

2 ) der
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Dirac-, L( 1
2 ) der Weyl- und L(1) der Maxwell-Operator, und es gilt ∂ψ/∂t = L(s)ψ. Für jedes t

bildet C∞
0 (Ut ,Cn) mit dem Skalarprodukt

(φ,ψ)s =
∫

Ut

φ∗ ·ψ ·pg dx1 ∧ dx2 ∧ dx3,

g = |det(gi j )|, einen Prähilbertraum. In einer gekrümmten Raumzeit sind die Matrizen αν

(ν= 1,2,3) i.a. nicht Hermitesch und bilden damit kein symmetrisches hyperbolisches System
nach Friedrichs [38, §6]. In diesen Prähilberträumen lassen sich die Realteile Re(ψ,L(s)ψ)s

abschätzen, die in gekrümmten Raumzeiten nicht verschwinden wie in der flachen Minkowski-
Welt. Diese Abschätzungen gelingen im wesentlichen, da für jedes ν= 1,2,3 die Matrix αν als
Produkt von zwei Hermiteschen Matrizen dargestellt werden kann. Da nun für die durch das
Skalarprodukt (·, ·)s induzierte Norm ‖·‖, die Energienorm, die Beziehung ∂

∂t ‖ψ‖2 =
(
∂ψ
∂t ,ψ

)
s
+(

ψ, ∂ψ∂t

)
s
= 2Re

(
∂ψ
∂t ,ψ

)
s

gilt, folgt

∂

∂t
‖ψ‖2 = 2Re

(
ψ,L(s)ψ

)
s .

Als erstes bemerkenswertes Resultat dieser Betrachtungen ergibt sich, daß für die Kerr-
Newman-Raumzeit, d.h. einem geladenen rotierenden schwarzen Loch, sowohl der Dirac-
als auch der Weyl-Operator dissipativ ist, d.h. Re

(
ψ,L(s)ψ

)
s 5 0 gilt, während der Realteil

des Maxwell-Operators lediglich durch eine nichtnegative obere Schranke abgeschätzt wer-
den kann, die dann und nur dann verschwindet, wenn das schwarze Loch nicht rotiert, Ko-
rollare 3.2, 3.3 und 3.4. Dieses Ergebnis stellt eine Verallgemeinerung früherer Arbeiten von
Zel’dovich [61] und Teukolsky [55] dar, die für elektromagnetische Wellen bestimmter Moden
in der Kerr-Raumzeit einen Verstärkungseffekt, die Superradianz, berechneten, und stimmt mit
den Betrachtungen zur Thermodynamik schwarzer Löcher von Hawking [25] überein.

Außerdem ergibt sich, daß sich die Realteile der Operatoren für die Robertson-Walker-
Kosmen, der allgemeinen Klasse nicht-stationärer räumlich isotroper Raumzeiten, in einem
expandierenden Universum sämtlich als dissipativ erweisen, wobei die Schranken der Energie-
norm von der Hubble-Konstanten abhängen.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert. Nach einer Idee von Penrose [44], vgl. auch
[45], wird im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit für eine parallelisierbare Mannigfaltigkeit
mit einigen sehr allgemeinen topologischen Voraussetzungen die Metrik g als Konsequenz
der Spin-Struktur hergeleitet. Wesentlich dafür sind die Infeld-van der Waerden-Symbole, die
bijektiv mit einer (komplexen) Nulltetrade zusammenhängen, und die eine Art Bindeglieder
zwischen der Spinor- und Tensorgeometrie sind.

Im zweiten Kapitel werden mit Hilfe der Infeld-van der Waerden-Symbole die Dirac-,
Weyl- und Maxwell-Gleichungen einer gekrümmten Raumzeit konstruiert. Diese Gleichun-
gen beschreiben jeweils (unquantisierte) Testfelder mit Spin 1

2 bzw. 1 in der Mannigfaltigkeit
(M ,g). Sie sind lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. Unter der Einschränkung an
die Koordinaten von M , daß die »zeitartigen« kontravarianten Komponenten von g positiv
sind für alle Punkte der Karte, g 00(x) > 0, lassen sich die Spinwellengleichungen umschreiben
zu Evolutionsgleichungen. Kern der vorliegenden Arbeit bilden das Lemma 2.8 und die Sätze
2.25, 2.29 und 2.36, mit denen die Realteile der jeweiligen Operatoren abgeschätzt werden
können.

Im dritten Kapitel werden die Resultate aus dem vorherigen zunächst auf die Kerr-New-
man-Raumzeit angewendet, die ein elektrisch geladenes rotierendes schwarzes Loch darstellt.
Es zeigt sich das bemerkenswerte Resultat, daß der Dirac- und der Weyl-Operator jeweils dissi-
pativ ist, während der Realteil des Maxwell-Operators lediglich durch eine nichtnegative obere
Schranke abgeschätzt werden kann, die dann und nur dann verschwindet, wenn das schwarze
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Loch statisch ist, d.h. nicht rotiert. Dieses Ergebnis ist in voller Übereinstimmung mit früheren
Arbeiten von Zel’dovich [61] und Teukolsky [55], die für elektromagnetische Wellen bestimm-
ter Moden in der Kerr-Raumzeit einen Verstärkungseffekt, Superradianz, berechneten, und mit
den Betrachtungen der Thermodynamik schwarzer Löcher von Hawking [25]. Ferner werden
die Realteile der Operatoren für die Robertson-Walker-Kosmen abgeschätzt, die sich in einem
expandierenden Universum sämtlich als dissipativ erweisen.
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Kapitel 1

Spinoren über gekrümmten
Raumzeiten

Dieses Kapitel liefert eine kurze Einführung in die Analysis der Spinorfelder über einer vierdi-
mensionalen parallelisierbaren Mannigfaltigkeit M . Es wird ein Spinorbündel konstruiert, das
mit Hilfe der Infeld-van der Waerden-Symbole, verallgemeinerten Pauli-Matrizen in krummli-
nigen Koordinaten, mit dem Tangentialbündel verknüpft wird. Insbesondere wird die Lorentz-
Metrik und die Zeit orientierung abgeleitet von den Infeld-van der Waerden-Symbolen. Diese
Idee geht zurück auf Penrose [44], vgl. auch [45]. Schließlich wird das einfache, für die Arbeit
jedoch zentrale Lemma 1.29 bewiesen.

1.1 Spinoralgebra
The notion of spinors originates in the observation that a four-vector in Minkowski space can be
represented equally by a Hermitean matrix and that a unimodular transformation in the complex
two-dimensional space induces a Lorentz transformation in the Minkowski space.

Subrahmanyan Chandrasekhar (1983)

Sei M eine vierdimensionale, parakompakte, offene C k-Mannigfaltigkeit, k ∈ {2, 3, ...,} [45,
p. 212] oder [1, p. 309]. M sei ferner zusammenhängend und parallelisierbar, d.h. es existiert
ein globaler Schnitt des prinzipalen Vierbein-Bündels (principal four-frame bundle)

(E(M ), p,M ;GL(4,R4)).

Bemerkung 1.1. Die topologischen Einschränkungen an die Mannigfaltigkeit M , die das Mo-
dell eines allgemeinen Gravitationsfeldes, d.h. eine Raumzeit, darstellen soll, sind physikalisch
plausibel:

(i) (zusammenhängend) Zwischen Punkten (»Ereignissen«) zweier verschiedener Zusam-
menhangskomponenten bestehen keinerlei Wechselwirkungen, sie stellen gewisserma-
ßen zwei voneinander unabhängige »Universen« dar.

(ii) (parakompakt) Die Parakompaktheit einer Mannigfaltigkeit ist hinreichend, um auf ihr
eine Partition der Eins konstruieren und damit Analysis treiben zu können [13, p. 16].

(iii) (offen) Kompakte Raumzeiten besitzen geschlossene zeitartige Kurven, d.h. Zeitmaschi-
nen sind konstruierbar; dies widerspricht jedoch den Konzepten der Kausalität und des
freien Willens [26].

(iv) (parallelisierbar) Nach Geroch [20] besitzt eine raum- und zeitorientierbare offene
Raumzeit genau dann eine Spin-Struktur, wenn sie parallelisierbar ist.
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Folgerung 1.2. Da allgemein ein Prinzipalbündel trivial ist, wenn ein stetiger Schnitt existiert
[13, pp. 132], ist das Vierbein-Bündel (E(M ), p,M ;GL(4,R4)) trivial,

E(M ) ∼=M ×GL(4,R).

Ferner impliziert die Parallelisierbarkeit von M bereits ihre Orientierbarkeit [53].

The bundle of frames is soldered to the base M whereas in other gauge theories the bundle is rather
loosely connected to M .

Andrzej Trautman (1980)

Definition 1.3. Sei x ∈ M fest. Sei dann Sx
∼= C2 ein zweidimensionaler C-Vektorraum mit

einer symplektischen Bilinearform [·, ·] : Sx ×Sx → C, so daß SL(2,C) isometrisch auf Sx

wirkt; Sx heißt Spinorraum über x. Sei weiter S=⋃
x∈M (x,Sx ) ∼= M ×C2, und damit (S, p,

M , C2; SL(2,C)) ein (triviales) komplexes Vektorraumbündel, das Spinorbündel. Die Schnitte
dieses Bündels sind Spinorfelder der Valenz

[
1 0
0 0

]
oder kontravariante Spinorfelder. Sei S∗

x

der duale Vektorraum von Sx , und sei (S∗, p, M , C2; SL(2,C)) mit S∗ = ⋃
x∈M (x,S∗

x ) das
duale Spinorbündel (Cospinorbündel). Die Schnitte dieses Bündels heißen Spinorfelder der
Valenz

[
0 0
1 0

]
oder kovariante Spinorfelder. Sei {ζ0, ζ1} eine Basis von Sx , die Spinorbasis

oder Dyade, und sei {ζ0, ζ1} die duale Basis, d.h. es gilt

〈ζA ,ζB 〉 := ζA(ζB ) = δA
B . (1.1)

In diesen Basen kann ein kontravarianter Spinor ξ bzw. ein kovarianter Spinor κ durch

ξ= ξAζA bzw. κ= κAζ
A

(A = 0, 1; es gilt die Summenkonvention) ausgedrückt werden. Sei χ := [ζ0,ζ1] ∈ C der Wert
des Produkts der Spinorbasis (Es gilt χ 6= 0, sonst wären ζ0 und ζ1 linear abhängig). Eine
normierte Basis, d.h. χ= 1, heißt Spinbein (spin-frame).

Sei F=F(M ) :=C k (M ,C) die Menge der komplexwertigen Skalarfelder oder Spinorfelder
der Valenz

[
0 0
0 0

]
auf M .

Da S∼=M ×C2 gilt, ist
(
x, {ζ0(x), ζ1(x)}

)
mit ζA : M →C2 (A = 0, 1),

ζ0(x) = (1,0), ζ1(x) = (0,1),

bereits ein C k-Spinbeinfeld auf M . Insbesondere existiert also ein globaler Schnitt des prinzi-
palen Spinbein-Bündels (S̃, p, M , C2; SL(2,C)), mit S̃ = {(x, τx )| τx Spinbein}.

Definition 1.4. Sei formal S′
x der zweidimensionale C-Vektorraum der gestrichenen Spinoren.

Dann definieren wir die komplexe Konjugation eines (ungestrichenen) Spinors als die Abbil-
dung Sx → S′

x , κ 7→ κ̄, d.h. in Komponenten

κA = κ̄A′ ∈S′
x . (1.2)

Umgekehrt ergibt die komplexe Konjugation eines gestrichenen Spinors einen ungestrichenen
[45, p. 106].

Definition 1.5. Seien S∗
x und S′∗

x die dualen Räume von S und S′. Seien weiter {ζ0, ζ1} und
{ζ̄0′ , ζ̄1′} jeweils die Basen von Sx und S′

x , und {ζ0, ζ1} und {ζ̄0′
, ζ̄1′

} die jeweils dualen
Basen von S∗

x und S′∗
x . Dann ist ein Spinor der Valenz

[
p q
r s

]
die C-multilineare Abbildung

φ ∈S∗
x ⊗·· ·⊗S∗

x︸ ︷︷ ︸
r -mal

⊗S′∗
x ⊗·· ·⊗S′∗

x︸ ︷︷ ︸
s-mal

⊗Sx ⊗·· ·⊗Sx︸ ︷︷ ︸
p-mal

⊗S′
x ⊗·· ·⊗S′

x︸ ︷︷ ︸
q-mal
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Bezüglich der Basen {ζA}, {ζ̄B ′
}, {ζC }, {ζ̄D ′} kann ein Spinor der Valenz

[
p q
r s

]
durch

φ=φA1...Ar B ′
1...B ′

s

C1...Cp D ′
1...D ′

qζA1 ⊗·· ·⊗ζAr ⊗ζB ′
1 ⊗·· ·⊗ζB ′

s ⊗ζC1
⊗·· ·⊗ζCp

⊗ζD ′
1
⊗·· ·⊗ζD ′

q

ausgedrückt werden (die Indizes laufen über 0 und 1 bzw. 0′ und 1′). Die Reihenfolge gestri-
chener und ungestrichener Indizes kommutiert nicht im allgemeinen, ebenso nicht diejenige
von Indizes gleichen Typs [45, p. 123].

Durch die symplektische Bilinearform [·, ·] : Sx ×Sx → C wird der ε-Spinor als ein an-
tisymmetrischer Spinor der Valenz

[
0 0
2 0

]
definiert, ε(η,ξ) = [η,ξ]. Die Komponenten des ε-

Spinors, ε = εAB ζ
A ⊗ζB ∈ S∗

x ⊗S∗
x , lauten

εAB =
(

0 χ

−χ 0

)
. (1.3)

Entsprechend gilt für seine kontravarianten Komponenten

εAB =
(

0 χ−1

−χ−1 0

)
. (1.4)

Die lineare Abbildung Sx → S∗
x , η 7→ ε(η, ·), ist ein Isomorphismus, die Kontraktion. Mit

diesem Isomorphismus gilt also 〈κ,ξ〉 = [η,ξ], wobei κ = ε(η, ·). In Komponenten ist also
εABη

A = ηb , oder
ηBξ

B = εABη
AξB , (1.5)

d.h. man kann mit dem ε-Spinor Indizes herunterziehen. Analog kann man mit den Komponen-
ten εAB Indizes hinaufziehen. Wegen der Antisymmetrie ist beim Hinauf- und Herunterziehen
die Reihenfolge der Indizes wichtig. Merkregel: Beim Herunterziehen eines Indexes den ε-
Spinor hinter und beim Hinaufziehen vor die Komponenten schreiben, also

ηAεAB = ηB , εABηB = ηA , (1.6)

Konsequenterweise gilt
εACεC B = εA

B , εC Aε
C B = εA

B , (1.7)

wobei εA
B =−εB

A = δA
B (δA

B ist hier das übliche Kronecker-Symbol). Analoges gilt für gestri-
chene Indizes,

εA′B ′ = εAB , εA′B ′ = εAB . (1.8)

Die Komponenten des ε-Spinors in einem Spinbein lauten

εAB =
(

0 1
−1 0

)
(1.9)

Weiter gilt für die Kontraktion eines 2-Spinors φ wegen φA
A = εABφAB und φA

A = εB AφAB ,

φA
A =−φA

A , (1.10)

und damit allgemeiner die see-saw-Regel φ...A...
...A... =−φ...

A
...

...
A

..., und insbesondere

ξAξ
A = 0. (1.11)
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1.2 Symmetrische Spinoren

Eine zentrale Rolle werden die symmetrischen Spinoren spielen. Definieren wir dafür zunächst
die Symmetrisierung

χA...B(C1...Cr )D ...E := 1

r !

( ∑
σ∈Perm(r )

χA...Bσ(C1...Cr )D ...E

)
(1.12)

eines Spinors χA...B(C1...Cr )D ...E , sowie die Antisymmetrisierung

χA...B [C1...Cr ]D ...E := 1

r !

( ∑
σ∈Perm(r )

signσ χA...Bσ(C1...Cr )D ...E

)
(1.13)

Beispielsweise gilt für einen 2-Spinor φAB und einen 3-Spinor ψABC

φ(AB) = 1
2 (φAB +φB A), φ[AB ] = 1

2 (φAB −φB A),

ψ(ABC ) = 1
6 (ψABC +ψB AC +ψBC A +ψAC B +ψC AB +ψC B A),

ψ[ABC ] = 1
6 (ψABC −ψB AC +ψBC A −ψAC B +ψC AB −ψC B A),

Ein Spinor, der entweder nur obere oder nur untere Indizes besitzt, heißt symmetrisch, wenn er
in seinen ungestrichenen und in seinen gestrichenen Indizes symmetrisch ist [45, p. 132], z.B.

ψA...BC ′...D ′ =ψ(A...B)(C ′...D ′). (1.14)

Es ist wohlbekannt, daß jede irreduzible Darstellung von SL(2,C), also auch von SO+(1,3), iso-
morph ist zu einer Transformationsgruppe auf symmetrischen Spinoren, die durch eine Spin-
transformation ξA 7→ tA

BξB gegeben ist. Symmetrische Spinoren sind also irreduzibel unter
den Gruppen SL(2,C) und SO+(1,3). Sind φA :=φA...C D ′...F ′ die Komponenten eines symmetri-
schen

[
0 0
r s

]
-Spinors, so sind die Transformationen von der Form φA 7→φ ˜A = T ˜A

A φA mit der

Matrix T ˜A
A = t Ã

A · tF̃ ′F
′
, und die φA transformieren sich gemäß der D(r /2, s/2)-Darstellung

der Lorentz-Gruppe [19, 8, 17].

Lemma 1.6. Ist ein Spinor ψA...BC ′...D ′ der Valenz
[

0 0
r s

]
symmetrisch, so hat er (r +1)(s +1)

unabhängige komplexe Komponenten.

Beweis. Alle Spinorkomponenten mit r̃ Nullen und r − r̃ Einsen und s̃ gestrichenen Nullen
und s − s̃ gestrichenen Einsen, 0 5 r̃ 5 r , 0 5 s̃ 5 s, sind gleich; es gibt r +1 Möglichkeiten
für r̃ und s +1 für s̃.

Wie das illustrative Beispiel eines
[

0 0
2 0

]
-Spinors φAB zeigt, der sich in seinen symmetri-

schen und seinen antisymmetrischen Teil aufspalten läßt,

φAB =φ(AB) +φ[AB ] =: θAB +λεAB ,

λ= 1
2φC

C [45, Gl. (2.5.23), p. 106], gilt die Eigenschaft allgemeiner Spinoren [45, p. 140]:

Lemma 1.7. Jeder Spinor χA...BC ′...D ′ ist die Summe eines symmetrischen Spinors und von
Produkten des ε-Spinors mit Spinoren niedrigerer Valenz.
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1.3 Die Infeld-van der Waerden-Symbole; Spinoren und Weltten-
soren

Definition 1.8. Definieren wir vier Hermitesche (2×2)-Matrizen σ j
AB ′ , A = 0, 1, B ′ = 0′, 1′,

j = 0, 1, 2, 3, durch

σ j
AB ′ =

(
l j m j

m̄ j n j

)
(1.15)

mit l j , n j , m j ∈ F(M ,C), j = 0, 1, 2, 3, wobei l, n, m, m̄ linear unabhängig sind, wenn die
4-Tupel l = l(x) = (l 0, l 1, l 2, l 3), n = n(x) = (n0,n1,n2,n3), m = m(x) = (m0,m1,m2,m3) für
jedes x ∈M als Vektoren des C4 betrachtet werden, dabei notwendig l(x), n(x) ∈R4 wegen der
Hermitezität. Ferner seien σ j

AB ′
die vier Hermiteschen Matrizen

σ j
AB ′ =

(
n j −m̄ j

−m̄ j l j

)
(1.16)

die den 32 Gleichungen

σi
AB ′σ j

AB ′ = δ j
i ,

σ j
AB ′σ j

C D ′ = εA
C εB ′D

′ = δA
C δB ′D

′
. (1.17)

genügen. Die acht Matrizen σ j
AB ′ , σ j

AB ′
heißen Infeld-van der Waerden-Symbole [11, p. 539].

Da M parallelisierbar ist, existieren die Matrizen σ j
AB ′ in jedem Punkt x ∈ M , so z. B.

mit l = e(0)+e(1), n = e(0)−e(1), m = e(2)+ ie(3), wobei {e(a)| a = 0, . . . , 3} ein Vierbein ist. Die
Bedingung der Hermitezität liest sich in Komponentenschreibweise wegen (σ j

AB ′)∗ = σ j
B A′

= σ̄
j
B ′A

σ j
AB ′ = σ̄ j

B ′A . (1.18)

Lemma 1.9. Das Gleichungssystem (1.17) für die 32 reellen Einträge der Infeld-van der
Waerden-Symbole besteht aus höchstens 25 unabhängigen Gleichungen, wenn man voraus-
setzt, daß m j m̄ j ∈R ist (ansonsten sind es höchstens 26).

Beweis. Die erste Gruppe der Gleichungen lautet

l i n j −mi m̄ j −m̄i m j +ni l j = δi
j ,

die zweite Gruppe läßt sich schreiben als

3∑
j=0


l j

m j

m̄ j

n j

 · (n j ,−m̄ j ,−m j , l j
)=


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


Beide Gruppen bestehen also aus je 16 Gleichungen. Die zweite Gruppe läßt sich jedoch mit
m j m̄ j ∈R ohne Informationsverlust auf das System

3∑
j=0

 l j

m j

n j

 · (n j ,−m j , l j
)=

 1 0 0
0 0 0
0 0 1

 (1.19)

reduzieren, denn einerseits ist mit k j m j = 0 auch k j m̄ j = 0, k j ∈ {l j , n j }, andererseits folgt
aus der ersten Gruppe insbesondere l j n j −m j m̄ j − m̄ j m j +n j l j = δ

j
j = 4, d.h. mit (1.19)

m j m̄ j +m̄ j m j = l j n j + n j l j − 4 = −2, also m j m̄ j = −1.
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Definition 1.10. Ein komplexer
[

r
s

]
-Welttensor ist ein Spinor der Valenz

[
r r
s s

]
, d.h. ein Spinor

mit Komponenten der Form χAB ′...C D ′
EF ′...G H ′ .

Definition 1.11. Ein komplexer Welttensor, der invariant gegenüber der komplexen Konjuga-
tion ist,

χAB ′...C D ′
EF ′...G H ′ = χ̄B ′A...D ′C

F ′E ...H ′G

heißt reeller Welttensor. Die Menge der reellen Welttensoren bezeichnen wir mit Tx ⊗ ·· · ⊗
Tx ⊗ T∗

x ⊗ ·· · ⊗ T∗
x ; insbesondere ist Tx ⊂ Sx ⊗ S′

x .

Sei {ζ(0), ζ(1)} ein globaler Schnitt des Spinbeinbündels. Für die Komponenten ζ(A)
B , A,

B = 0, 1, gilt wegen ζ(A) = ζ(A)
Bζ(B) natürlich ζ(A)

B = δA
B . Da {ζ(0), ζ(1)} eine normierte

Spinorbasis ist, sieht man sofort

ζ(A)
Cζ(B)C = εAB , ζ(A)

Cζ(B)
C = εA

B , ζ(C )
Aζ(C )B = εAB , (1.20)

d.h. man kann die Klammern weglassen, und die oben entwickelte Spinoralgebra bleibt kon-
sistent. Diese Konsistenz wird nur durch die Beziehungen ε(A)(B) = εAB und ε(A)

(B) = εA
B ga-

rantiert; für eine nichtnormierte Spinorbasis müssen die Klammern zur Markierung der Spin-
beinindizes bleiben [11, §102]. Dasselbe gilt für das komplex konjugierte Spinbein {ζ̄(0′), ζ̄(1′)}
bzw. für dessen Komponenten ζ̄A′B

′
.

Als komplexe Vektoren geschrieben lauten die Spinbeinkomponenten

ζ0
A = (1,0), ζ0

A = (0,1), ζ̄0′ A′ =
(

1
0

)
, ζ̄1′ A′ =

(
0
1

)
.

Beachte, daß wegen ζB
A = εC Bζ

C A gilt: ζ0
A =−ζ1A ζ1

A = ζ0A , und analog ζ̄0′ A′ =−ζ1′A′
ζ̄1′ A′ =

ζ0′A′
. Damit sieht man sofort die Beziehungen

l j = σ j
AB ′ζ0

A ζ̄0′B
′
, m j =σ j

AB ′ζ0
A ζ̄1′B

′
,

m̄ j = σ j
AB ′ζ1

A ζ̄0′B
′
, n j =σ j

AB ′ζ1
A ζ̄1′B

′
,

l j = σ j
AB ′

ζ0
A ζ̄

0′
B ′ , m j =σ j

AB ′
ζ0

A ζ̄
1′

B ′ ,

m̄ j = σ j
AB ′

ζ1
A ζ̄

0′
B ′ , n j =σ j

AB ′
ζ1

A ζ̄
1′

B ′ , (1.21)

oder in Matrizenschreibweise

l j = (1,0)

(
l j m j

m̄ j n j

)(
1
0

)
, m j = (1,0)

(
l j m j

m̄ j n j

)(
0
1

)
, etc.

Satz 1.12. Sei x ∈M , und sei TxM der Tangentialraum von M an x. Dann ist der Raum der
reellen Weltvektoren Tx isomorph zum Tangentialraum, Tx

∼= TxM .

Beweis. Sei {ζ0, ζ1} ein Spinbein, und sei {ζ̄0′ , ζ̄1′} das komplex konjugierte Spinbein. Dann
ist {ζ0 ⊗ ζ̄0′ , ζ0 ⊗ ζ̄1′ , ζ1 ⊗ ζ̄0′ , ζ1 ⊗ ζ̄1′} eine Basis von Sx ⊗ S′

x , d.h. Sx ⊗S′
x
∼= C4. Die

Komponenten eines reellen Welttensors χ bilden wegen der Reellitätsbedingung χAB ′ = χ̄AB ′

eine Hermitesche Matrix, d.h. Tx ist isomorph zu dem reellen Vektorraum der Hermiteschen
(2×2)-Matrizen. Die vier Infeld-van der Waerden-Symbole σ j

AB ′ bilden nun eine Basis dieses
Vektorraums, die wiederum durch die Projektionen σ j

00′ 7→ l j , σ j
01′ 7→ m j , σ j

10′ 7→ m̄ j , σ j
11′

7→ n j , bijektiv auf die reellen Vektoren

T j = 1p
2

(
l j +n j

)
, X j = 1p

2

(
m j +m̄ j

)
,

Y j = 1p
2i

(
m j −m̄ j

)
, Z j = 1p

2

(
l j −n j

)
(1.22)
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abgebildet werden können; dies ist aber eine Basis von TxM . Umgekehrt gilt

l j = 1p
2

(
T j +Z j

)
, n j = 1p

2

(
T j −Z j

)
,

m j = 1p
2

(
X j + iY j

)
, m̄ j = 1p

2

(
X j − iY j

)
. (1.23)

Analog ordnen wir für jedes x ∈M mit r + s Infeld-van der Waerden-Symbolen isomorph
jedem reellen

[
r
s

]
-Welttensor ein Element χ = (χa...d

p...q ) zu, d.h. χ ∈ Tx ⊗ . . .⊗ Tx ⊗ T∗
x ⊗

. . .⊗ T∗
x
∼= Sx ⊗ S′

x ⊗ . . .⊗ S∗
x ⊗ S′

x
∗ ∼= R4r+s

.

Definition 1.13. Das Vierbein {e(0), e(1), e(2), e(3)} := {T, X, Y, Z} mit

T = 1p
2

(
l+n

)
, X = 1p

2

(
m+ m̄

)
, Y = 1p

2i

(
m− m̄

)
, Z= 1p

2

(
l−n

)
, (1.24)

heißt Minkowski-Tetrade.

Folgerung 1.14. Da sowohl das Spinor-Bündel (nach Konstruktion!) und mithin das Faserbün-
del der reellen Weltvektoren (T, p, M ), als auch das Tangentialbündel (T M , p ′, M ) wegen
der Parallelisierbarkeit von M trivial sind, sind beide Bündelräume diffeomorph,

T∼= T M ∼=M ×R4.

Definition 1.15. Es seien der ε-Spinor und die Infeld-van der Waerden-Symbole gegeben.
Dann heißt der

[
0
2

]
-Welttensor

gi j =σi
AB ′

σ j
C D ′

εAC ε̄B ′D ′ (1.25)

metrischer Welttensor von M .

Man sieht sofort die Beziehungen

g i j = σi
AB ′σ j

C D ′ εAC εB ′D ′
,

gi
j = gi l g l j =σi

AB ′
σl

C D ′
σl

EF ′σ j
G H ′ εAC εB ′D ′ εEG εF ′H ′

= σi
AB ′

σ j
G H ′ εE

CεF ′D
′
εAC εB ′D ′ εEG εF ′H ′

= σi
AB ′

σ j
G H ′ εAE εB ′D ′ εEG εD ′H ′ =σi

AB ′
σ j

G H ′ εG
A ε

H ′
B ′ =σi

AB ′
σ j

AB ′

= δi
j ,

εABεC ′D ′ = gi j σ
i

AB ′σ j
C D ′ .

Mit (1.9) und εAB = εC ′D ′ gilt also

gi j = li n j +ni l j −mi m̄ j −m̄i m j , g i j = l i n j +ni l j −mi m̄ j −m̄i m j . (1.26)

Bemerkung. Die Zerlegung (1.26) der Metrik gi j durch die Komponenten einer Nulltetrade
hat sich in den 1960er Jahren als äußerst fruchtbar erwiesen. Mit ihrer Hilfe entdeckte Kerr
[30] die Lösung der Einsteinschen Feldgleichungen für ein stationäres, axialsymmetrisches,
ladungsfreies und asymptotisch flaches Gravitationsfeld im Vakuum, ein rotierendes schwar-
zes Loch. Wenig später fanden Newman et al. [39] die Lösung für ein geladenes rotierendes
schwarzes Loch. Sie verwendeten dabei neben dem Nulltetraden-Formalismus die »Newman-
Janis-Konstruktion« [40], die durch eine (etwas willkürliche) komplexe Koordinatensubstitu-
tion aus einer bekannten Lösung der Feldgleichung (z.B. der Reissner-Nordström-Raumzeit)
eine neue liefern kann (die Kerr-Newman-Raumzeit); siehe dazu auch [16].
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Es gilt mit (1.22) bzw. (1.24)

gi j T i T j = 1
2

(
li n j +ni l j −mi m̄ j −m̄i m j

)(
l i +ni

)(
l j +n j

)
= 1

2

(
n j + l j

)(
l j +n j

)= 1
2 (1+1) = 1,

und entsprechend gi j X i X j = gi j Y i Y j = gi j Z i Z j = −1. Mit den Bezeichnungen

e(0)
j = T j , e(1)

j = X j , e(2)
j = Y j , e(3)

j = Z j ,

vgl. Definition 1.13, gilt also für a, b = 0, . . . , 3

gi j e(a)
i e(b)

j = η(a)(b) (1.27)

mit der Matrix (η(a)(b))a,b=0,...,3 = diag(1,−1,−1,−1). Aufgefaßt als Matrix hat gi j in jedem
Punkt x ∈M also die Signatur −2.

Bemerkung 1.16. Bezüglich der Minkowski-Tetrade haben die Vektoren l, n, m, m̄ die Kom-
ponenten l (a) = n(a) = 1p

2
(1, 0, 0, 1), n(a) = l(a) = 1p

2
(1, 0, 0, −1), m(a) = −m(a) = 1p

2
(0, 1,

i, 0), (a = 0, 1, 2, 3), und daher haben die Infeld-van der Waerden-Symbole die Darstellung

σ0
AB ′ = 1p

2

(
1 0
0 1

)
=σ0

AB ′
, σ1

AB ′ = 1p
2

(
0 1
1 0

)
=σ1

AB ′
,

σ2
AB ′ = 1p

2

(
0 i
−i 0

)
=−σ2

AB ′
, σ3

AB ′ = 1p
2

(
1 0
0 −1

)
=σ3

AB ′
.

Lemma 1.17. Sei x ∈M , und sei [·, ·] : (Sx ⊗S′
x ) × (Sx ⊗S′

x ) → C,[(
ξAB ′)

,
(
ηC D ′)]= εACεB ′D ′ξAB ′

ηC D ′
,

das (symplektische) Skalarprodukt auf Sx ⊗S′
x . Dann gilt[(

ξAB ′)
,
(
ηC D ′)]= gi jξ

iη j , (1.28)[(
ξAB ′)

,
(
ξC D ′)]= 2det

(
ξAB ′)

. (1.29)

Beweis. Mit den Definitionen 1.10 und 1.15 folgt sofort

εACεB ′D ′ξAB ′
ηC D ′ = εACεB ′D ′σi

AB ′
σ j

C D ′ ξiη j = gi jξ
iη j .

Ferner gilt (
ξAB ′)= (

σ j
AB ′)

ξ j =
(

n jξ
j −m̄ jξ

j

−m jξ
j l jξ

j

)
,

also

2det
(
ξAB ′) = 2

((
n jξ

j )(liξ
i )− (

m̄ jξ
j )(miξ

i ))= 2
(
li n j −mi m̄ j

)
ξiξ j

= (
li n j −mi m̄ j +ni l j −m̄i m j

)
ξiξ j = gi jξ

iξ j .

Satz 1.18. In jedem Punkt x ∈M induziert eine Spinortransformation der reellen Weltvektoren

sx :Tx →Tx ,
(
X AB ′) 7→ (

Y AB ′)= S
(
X AB ′)

S∗, S ∈ SL(2,C),

bzw. in Komponenten
Y AB ′ = SC

A X C D ′
S̄B ′

D ′ ,
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mit S = (
SC

A
)
, S∗ = (

S̄B ′
D ′

)
, eine Lorentz-Transformation im Tangentialraum TxM , d.h. in

Komponenten bzgl. der Minkowski-Tetrade eine lineare Transformation

Λx (S) : TxM → TxM , X (a) 7→ Y (a) = L(a)
(b)X (b), (L(a)

(b)) ∈O(1,3).

Setzt man voraus, daß die Abbildung L : SL(2,C) → O(1,3), S 7→Λ(S), mit der offensichtlichen
Identifizierung von Λ(S) mit der Matrix (L(a)

(b)), als Abbildung zwischen zwei Lie-Gruppen
stetig ist, so ist notwendig Λ(S) eine eigentliche orthochrone Lorentz-Transformation,

(L(a)
(b)) ∈ SO+(1,3).

Beweis. Da mit (1.29)
[(

X AB ′
), (X AB ′)] = 2det

(
X AB ′) ∀(

X AB ′) ∈ Tx gilt und ferner für
(
Y AB ′)

= S
(
X AB ′)S∗ ∀S ∈ M(2,C)

det
(
Y AB ′)= det

(
X AB ′) ·det 2S

ist, folgt speziell für S ∈ SL(2,C), daß [(Y AB ′
), (Y AB ′

)] = [(X AB ′
)(X AB ′

)]. Weiter rechnet man
leicht nach, daß mit S ∈ SL(2,C) die (2×2)-Matrix (Y AB ′

) genau dann Hermitesch ist, wenn
(X AB ′

) Hermitesch ist, d.h. sx ist wohldefiniert. Insgesamt ist sx also eine Isometrie bzgl.
des Skalarprodukts [·, ·] auf Tx (sogar auf ganz Sx ⊗S′

x). Damit gilt aber auch für die ent-
sprechenden Tangentialvektoren gi j Y i Y j = gi j X i X j , also η(a)(b)Y

(a)Y (b) = η(a)(b)X (a)X (b),
und X (a) 7→ Y (b) ist eine Isometrie bzgl. des Minkowski-Produkts. Da sx und die Abbildung
X AB ′ 7→ X (a) = σ(a)

AB ′ linear sind, ist notwendig die Abbildung X (a) 7→ Y (a) linear, also
Y (a) = L(a)

(b)X (b) für eine Matrix (L(a)
(b)) ∈ O(1,3). Da SL(2,C) eine einfach zusammenhän-

gende Mannigfaltigkeit ist, kann das Bild einer stetigen Abbildung Λx : SL(2,C) → O(1,3)
nur Teilmenge einer einzigen Zusammenhangskomponente von O(1,3) sein; da aber natürlich
Λx (1SL(2,C)) = 1O(1,3) gilt, ist diese Zusammenhangskomponente genau diejenige, die 1O(1,3)

enthält, d.h. Λx (SL(2,C)) ⊂ SO+(1,3).

Bemerkung. Seien σ(0)
AB ′ aus Bemerkung 1.16 die Komponenten der Infeld-van der

Waerden-Symbole bzgl. der Minkowski-Tetrade. Dann ist Λ: SL(2,C) → O(1,3), S 7→ Λx (S)
mit

Λx (S) = L(a)
(b) := 1

2 trS
(
σ(0)

AB ′
)((
σ(0)

AB ′
)
S
)∗ (1.30)

eine stetige 2-1-Überlagerung [8, 22, 14].

Definition 1.19. Sei x ∈M . Ein Vektor V ∈ TxM heißt raum-, zeit- bzw. lichtartig, wenn

gx (V,V) = gi j V i V j < 0, > 0 bzw. = 0

gilt. Der Nullvektor V = 0 sei per Definition raumartig. Ein nicht-raumartiger Vektor heißt
auch kausal. Sei T M das Tangentialbündel von M . Dann heißt (x,V) ∈ T M raum-, zeit- oder
lichtartig, wenn V(x) ∈ TxM es ist. Sei

T = {(x,V) ∈ T M : (x,V) ist kausal}

die Menge der kausalen Punkte von T M . T hat entweder eine oder zwei Zusammenhangs-
komponenten [47, §1.2, Prop.1.2.1]. Existiert ein zeitartiges (insbesondere nirgends verschwin-
dendes) Vektorfeld T : M → T M , T (x) = (x,e(0) :=T), so heißt (M ,g) eine durch T zeitorien-
tierte Raumzeit [5, pp. 16].

Für einen beliebigen zeitartigen Vektor T ∈ T M gilt gx (T,V) = 0 genau dann, wenn V
raumartig ist, wie man schnell mit der Minkowski-Basis sieht. Daher ist die C k-Abbildung

ψ : T → (−∞,0)∪ (0,∞), ψ(x,V) = gx (T,V)
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C+
x

C−
x

e(0)

e(1)

e(2)

Abbildung 1.1: Der Lichtkegel Cx ⊂ TxM .

wohldefiniert. Ferner ist sie surjektiv. Also hat T zwei Zusammenhangskomponenten. Wir
nennen

T + =ψ−1(0,∞), bzw. T − =ψ−1(−∞,0)

die Zukunft bzw. die Vergangenheit bezüglich T. Für jedes x ∈M bildet die Untermannigfal-
tigkeit

Cx = {V ∈ TxM | gx (V,V) = 0,V 6= 0} (1.31)

einen Kegel, wie man mit der Darstellung von V in der Basis {e(a): a = 0, . . . ,3}, V = V (a)e(a)

und durch die Beziehung

gx (V,V) = gi j V i V j = η(a)(b)V
(a)V (b) = (

V (0))2 −
3∑

α=1

(
V (α))2

sofort sieht. Dieser Kegel ist der Lichtkegel. Cx besteht aus den zwei Zusammenhangskompo-
nenten

C+
x = {V =V (a)e(a) ∈Cx | V (0) > 0}, C−

x =Cx \C+
x ,

dem Zukunfts- und dem Vergangenheitslichtkegel bezüglich T , vgl. Abbildung 1.1. Zusammen-
gefaßt haben wir das Resultat:

Satz 1.20. Unter den obigen auf S. 7 aufgeführten allgemeinen topologischen Bedingungen
an M ist (M ,g) eine raumorientierbare und durch T : M → T M , T (x) = (

x,T = 1p
2

(l+n)
)

zeitorientierte Raumzeit, für die das Spinbein-Bündel trivial ist [45, pp. 104, pp. 117].

Definition 1.21. Bezüglich der Raumzeit (M ,g) sind die Vektoren l, n, m, m̄ lichtartig, und
wegen der Normierungs- und Orthogonalitätsbedingungen bilden sie ein Nullvierbein, die
Newman-Penrose-Tetrade.

Folgerung 1.22. Nach Konstruktion gilt für jedes x ∈ M , daß l(x) und n(x), aufgefaßt als
Tangentialvektoren, Elemente des Zukunftslichtkegels sind,

l(x), n(x) ∈C+
x ,

denn es gilt l = 1p
2

(e(0) + e(3)) = 1p
2

(T + Z), n = 1p
2

(e(0) − e(3)) = 1p
2

(T − Z), d.h. l (0) = n(0) =
1p
2
> 0.

Bemerkung 1.23. Eine physikalisch »sinnvolle« Raumzeit (M ,g) sollte keine geschlossenen
zeitartigen Kurven besitzen. Daher müssen die Infeld-van der Waerden-Symbole so gewählt
sein, daß der Fluß des Vektorfeldes T ∈ T M , also γx : I → M , {0} ⊂ I ⊂ R offen, mit

T (x) = (
x, γ̇x (0)

)
und γx (0) = x,

∀x ∈M keine geschlossenen Bahnen enthält. Da M jedoch offen ist, existiert ein solcher Fluß
Φ: I ×M → M , Φ(τ, x) = γx (τ).
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Bemerkungen. (a) Ist (M ,g) durch ein Vektorfeld T zeitorientiert, so heißt (M ,g) zeitori-
entierbar. In diesem Fall gibt es genau zwei Zeitorientierungen, nämlich diejenige durch T
und diejenige durch −T [5, p. 16]. Das Konzept der Zeitorientierbarkeit einer allgemeinen
Lorentz-Mannigfaltigkeit hängt wesentlich ab von der Metrik und nicht nur von der zugrunde-
liegenden Topologie. Ist M jedoch einfach zusammenhängend, so ist (M ,g) zeitorientierbar
für jede Lorentz-Metrik g [47, p. 24]. (Allgemein heißt eine Metrik g einer n-Mannigfaltigkeit
Lorentzsch, wenn die Signatur 2−n ist.)

(b) (M ,g) ist genau dann zeitorientierbar, wenn T zwei Zusammenhangskomponenten
besitzt [47, p. 24].

(c) Allgemein gilt, daß eine raum- oder zeitorientierbare pseudo-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit genau dann eine Spin-Struktur besitzt, wenn ihre zweite Stiefel-Whitney-Klasse ver-
schwindet [7]. Dasselbe gilt auch für Riemannsche Mannigfaltigkeiten [35, 33]. Ferner besitzt
eine einfach zusammenhängende pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit höchstens eine Spin-
Struktur [4, p. 98], siehe auch Anhang A.5 dieser Arbeit.

1.4 Differentiation von Spinoren

Definition 1.24. Ein spinorieller kovarianter Ableitungsoperator oder ein Spinor-
Zusammenhang ist eine lineare Abbildung ∇: S → S⊗S∗⊗S′∗, ξ 7→ ∇ξ, die der Leibniz-
Regel genügt, d.h. für die

∇( f ξ) = f ∇(ξ)+ξ∇( f ) ∀ f ∈F(M ,C), ξ ∈S (1.32)

gilt. Dabei ist definitionsgemäß ∇ f = d f die äußere Ableitung von f : M →C. In Komponen-
ten einer Spinorbasis {ζ0, ζ1} und der komplex konjugierten Basis {ζ̄0′ , ζ̄1′} gilt für ξ= ξAζA

∇ξ= (
ξC

;AB ′
)
ζC ⊗ζA ⊗ ζ̄B ′

(1.33)

und es gilt für ξ, η ∈S und f ∈F(M ,C), daß (ξC +ηC );AB ′ = ξC
;AB ′ + ηC

;AB ′ und ( f ξC );AB ′ =
f ξC

;AB ′ + ξC f;AB ′ . Insbesondere gilt in lokalen Koordinaten {x0, . . . , x3} f;AB ′ = σi
AB ′∂ f /∂xi

für f ∈F(M ,C). Damit bezeichnen wir speziell für Funktionen ∂AB ′ f := f;AB ′ , d.h.

∂AB ′ =σi
AB ′

∂ f

∂xi
. (1.34)

Bislang sind die Komponenten ξC
AB ′ nicht spezifiziert. Dazu definieren wir zunächst für kon-

travariante Spinoren ξ, η ∈S und κ̄ ∈S′ die spinorielle Richtungsableitung von ξ nach η und
κ̄ durch ∇η,κ̄: S→S,

∇η,κ̄ξ := (
ηaκ̄B ′

ξC
;AB ′

)
ζC . (1.35)

Analog sei ∇η,κ̄: F(M ,C) →F(M ,C),

∇η,κ̄ f := ηaκ̄B ′
f;AB ′ . (1.36)

Mit ∇AB ′ :=∇ζA ,ζ̄B ′ gilt also ∇AB ′ f = ∂AB ′ f , und mit der Leibnizregel folgt

∇AB ′ξ=∇AB ′(ξCζC ) = ∂AB ′(ξC )ζC +ξC∇AB ′ζC . (1.37)

Insbesondere ist mit den Spinkoeffizienten

ΓD
C AB ′ = 〈ζD ,∇AB ′ζC 〉 (1.38)

die Richtungsableitung des Basisspinors ζC nach den Basisspinoren ζA und ζ̄B ′ wegen ΓD
C AB ′

= (∇AB ′ζC )D ∈ F(M ,C) durch
∇AB ′ζC = ΓD

C AB ′ζD (1.39)
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gegeben. Die Spinkoeffizienten sind also die Komponenten des spinoriellen Zusammenhangs
∇. Insgesamt gilt also für die Komponenten der kovarianten Ableitung eines kontravarianten
Spinors ξ= ξCζC , ∇ξ = (ξC

;AB ′)ζC ⊗ζA ⊗ ζ̄C ,

ξC
;AB ′ = ∂AB ′ξC +ξDΓC

D AB ′ (1.40)

Um auch
[

0 0
1 0

]
-Spinoren kovariant ableiten zu können, erweitern wir ∇ zu einer Abbildung ∇:

S∗ →S∗⊗S∗⊗S′∗ durch die Definition

∇κ := κC ;AB ′ζC ⊗ζA ⊗ ζ̄B ′
, wobei κC ;AB ′ := ∂AB ′κC −κDΓ

D
C AB ′ , (1.41)

für κ= κCζ
C ∈S∗. Für die kovariante Spinorableitung einer dualen Basis {ζA} gilt damit

∇AB ′ζC =−ΓC
D AB ′ζD

Weiter gilt

κC ;AB ′ξC = ξC∂AB ′κC −κDξ
CΓD

C AB ′ = ξC∂AB ′κC +κD∂AB ′ξD −κDξ
D

;AB ′ ,

für κ= κCζ
C ∈S∗, ξ= ξCζC ∈S also

(κCξ
C );AB ′ = ∂AB ′(κCξ

C ).

Für die Kontraktion 〈κ,ξ〉 = κ(ξ) = κCξ
C ∈ F(M ,C) folgt somit ∇〈κ,ξ〉 = d〈κ,ξ〉, d.h. die

Ableitung kovarianter Spinoren ist konsistent mit der kontravarianter.
Als nächsten Schritt definieren wir die kovariante Spinorableitung gestrichener Spinoren ξ̄

= ξ̄A′
ζ̄A′ ∈S′, κ̄ = κ̄A′ ζ̄

A′
∈S′∗, ∇ξ̄ = ξ̄C ′

;AB ′ ζ̄C ′⊗ ζ̄A′
⊗ ζ̄B ′

, ∇κ̄ = κ̄C ′;AB ′ ζ̄
C ′
⊗ ζ̄A′

⊗ ζ̄B ′
durch

ξ̄C ′
;AB ′ := ξC

;B A′ κ̄C ′;AB ′ := κC ;B A′ ;

beachte, daß ξ ∈S, κ ∈S∗. Durch die Leibniz-Regel

∇(φ⊗χ) = (∇φ)χ+φ(∇χ)

für zwei beliebige Spinorfelder ψ, χ schließlich kann der Zusammenhang für einen Spinor
beliebiger Valenz erweitert werden, vgl. [45, pp. 213].

Lemma 1.25. Es gibt einen und nur einen Spinor-Zusammenhang, der kovariant konstant und
torsionsfrei ist, d.h. für den gilt

∇ε = 0,

(∇AB ′∇C D ′ −∇C D ′∇AB ′) f = 0 ∀ f ∈F.

Beweis. [45, pp. 214].

Bemerkung. ∇ε= 0 ist äquivalent zu εC D ;AB ′ = 0.

Lemma 1.26. Es gilt σ j
C D ′;AB ′ = 0, σ j

C D ′
;AB ′ = 0.

Beweis. Sei XC D ′ ein
[

0 0
1 1

]
-Spinor und X j = σ j

C D ′
XC D ′ der zugehörige Welttensor. Da die

XC D ′;AB ′ die Komponenten eines
[

0 0
2 2

]
-Spinors sind, gilt XC D ′;AB ′ =σ j

C D ′ X j ;AB ′ . Andererseits
ist XC D ′;AB ′ = (σ j

C D ′ X j );AB ′ . Also gilt die erste Gleichung. Die zweite folgt analog.
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Bemerkung. Sei für j = 0, . . . ,3

∇ j :=σ j
AB ′∇AB ′ (1.42)

die kovariante Richtungsableitung in x j -Richtung. Sie ist kovariant konstant und torsionsfrei,
d.h.

∇k gi j = 0, (∇i∇ j −∇ j∇i ) f = 0 ∀ f ∈F. (1.43)

Angewandt auf Tensoren ist der Spinorzusammenhang also gleich dem Levi-Civita-Zusam-
menhang.

Sei {ζ0, ζ1} ein Spinbein, und sei {ζ̄0, ζ̄1} das komplex konjugierte Spinbein. Dann gilt
mit den Beziehungen (1.21) wegen σ j

AB ′σ j
AB ′ = 1

∂00′ = l j∂ j , ∂01′ = m j∂ j , ∂10′ = m̄ j∂ j , ∂11′ = n j∂ j (1.44)

und entsprechend

∇00′ = l j∇ j , ∇01′ = m j∇ j , ∇10′ = m̄ j∇ j , ∇11′ = n j∇ j . (1.45)

Ferner gilt für die Spinkoeffizienten in einem Spinbein ΓD
C AB ′ = ζD

EζC
E

;AB ′ . Sei

ΓDC AB ′ := εF DΓ
F

C AB ′ , (1.46)

d.h. ΓDC AB ′ = ζDEζC
E

;AB ′ .

Lemma 1.27. Es gilt ΓDC AB ′ = ΓC D AB ′ .

Beweis. Mit der see-saw-Regel ist

ΓDC AB ′ =−ζD
EζC D ;AB ′ , (1.47)

und daher gilt mit der Leibniz-Regel

0 = εC D ;AB ′ = (ζC EζD
E );AB ′ = ζC EζD

E
;AB ′ +ζD

EζC E ;AB ′ = ΓC D AB ′ −ΓDC AB ′ .

Konventionellerweise benutzt man folgende Symbole zur Abkürzung:

C D 00 01
oder 10 11

AB ′
ΓC D AB ′ = 00′ κ̃ ε̃ π̃

10′ ρ̃ α̃ λ̃

01′ σ̃ β̃ µ̃

11′ τ̃ γ̃ ν̃

C
D

0
0

1
0

0
1

1
1

AB ′
ΓC D AB ′ = 00′ ε̃ −κ̃ π̃ −ε̃

10′ α̃ −ρ̃ λ̃ −α̃
01′ β̃ −σ̃ µ̃ −β̃
11′ γ̃ −τ̃ ν̃ −γ̃

Vgl. [45] bzw. [41]. In [45, §4.5, pp. 228] sind speziell die Beziehungen der Spinkoeffizienten
zu den Christoffel- und den Infeld-van der Waerden-Symbolen aufgeführt.
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1.5 Die Beziehung zwischen Spinor- und Tetradenkalkül

Betrachtet man nun die Raumzeit (M ,g) mit Spinor-Struktur als gegeben und sieht die vier
Vektorfelder e(a)

j , a = 1, 2, 3, 4 mit

e(1)
j = e(2) j = l j , e(2)

j = e(2) j = n j , e(3)
j =−e(4) j = m j , e(4)

j =−e(3) j = m̄ j (1.48)

als ein Vierbein oder eine Tetrade (mit den Vierbeinindizes in Klammern), so gilt für die Matrix
η(a)(b) = e(a)

j e(b) j

η(a)(b) =


0 1 0 0
1 0 0 0
0 0 0 −1
0 0 −1 0

 . (1.49)

Sei weiter η(a)(b) = η(a)(b) die inverse Matrix, d.h. η(a)(b)η(b)(c) = δ(a)
(c). Die Projektionen eines

beliebigen Tensorfeldes T j1... jp auf das Vierbein liefert die Vierbeinkomponenten

T(a1)...(ap ) = T j1... jp e(a1)
j1 · · ·e(a1)

jp . (1.50)

Man kann mit den Matrizen η(a)(b) und η(a)(b) Vierbeinindizes herauf- und herunterziehen, z. B.

T(a)
(b) = η(a)(c)T

(c)(b) = η(a)(b)T(c)(b). (1.51)

Es gilt die Beziehung (vgl. (1.26))
e(a)i e(a)

i = gi j (1.52)

Definiert man die Richtungsableitung der Vierbeinkomponenten eines Tensors durch

T(a1)...(ap ), (b) := T j1... jp ,k e(a1)
j1 · · ·e(a1)

jp e(b)
k , (1.53)

so kann man mit Hilfe der Ricci-Rotationskoeffizienten

γ(a)(b)(c) := e(a)
i e(b)i ; j e(c)

j (1.54)

die intrinsische Ableitung

T(a1)...(ap )| (b) := T j1... jp ;k e(a1)
j1 · · ·e(a1)

jp e(b)
k (1.55)

ausdrücken durch

T(a1)...(ap )| (b) = T(a1)...(ap ), (b) −γ(c)
(a1)(b)T(c)(a2)...(ap ) · · ·−γ(c)

(ap )(b)T(a1)...(ap−1)(c).

Die intrinsische Ableitung ist also in dem Vierbeinformalismus das Analogon zur kovari-
anten Ableitung, die Richtungsableitung dasjenige zur partiellen Ableitung, und die Ricci-
Rotationskoeffizienten entsprechen den Zusammenhangskomponenten Γi j k . Es bleibt zu be-
merken, daß wegen η(a)(b), j = η(a)(b); j = (e(a)i e(b)

i ); j (beachte: η(a)(b) ist ein Skalar!) und der
Konstanz von η(a)(b), also η(a)(b), j = 0, die Ricci-Rotationskoeffizienten antisymmetrisch in den
ersten beiden Indizes sind,

γ(a)(b)(c) = γ(b)(a)(c) (1.56)

[11, §7]. Ferner erhält man die komplex Konjugierte jedes Koeffizienten, indem man den Index
3 durch 4 ersetzt und umgekehrt.

Wir werden im folgenden die Klammern um die Tetradenindizes weglassen, solange sie
aus dem Kontext als solche zu erkennen sind.
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Lemma 1.28 (J. Friedman). Sei {ζ0, ζ1} ein Spinbein. Dann gilt

ΓC D AB ′ = 1
2 ε

K ′G ′
ζC

E ζ̄G ′F
′
(ζDE ζ̄K ′F ′);AB ′ .

Beweis. Wendet man die Leibniz-Regel auf die rechte Seite an und entwickelt die Terme nach
den Regeln des Spinorkalküls, so erhält man

1
2ε

K ′G ′ (
ζC

E ζ̄G ′F
′
ζDE ζ̄K ′F ′;AB ′ +ζC

E ζ̄G ′F
′
ζ̄K ′F ′ζDE ;AB ′

)
= 1

2ε
K ′G ′ (

εC D Γ̄G ′K ′AB ′ −εG ′K ′ΓC D AB ′
)

= 1
2ε

K ′G ′
εK ′G ′ΓC D AB ′ = ΓC D AB ′ ;

dabei folgt die erste Gleichung aus (1.20) und (1.47), und die zweite aus der Symmetrie
Γ̄G ′K ′AB ′ = Γ̄K ′G ′AB ′ und der Antisymmetrie εK ′G ′ =−εG ′K ′

.

Damit gilt z.B.

κ̃ = Γ0000′ = 1
2ε

K ′G ′

= 1
2

(
ζ0

E ζ̄1′F
′
(ζ0E ζ̄0′F ′);00′ζ0

E ζ̄0′F
′
(ζ0E ζ̄1′F ′);00′

)
= 1

2

(
m j l j ;00′ − l j m j ;00′)

)= 1
2

(
m j l i l j ;i − l j l i m j ;i )

)= 1
2

(
γ311 −γ131

)
= γ311.

Insgesamt erhält man

κ̃ = γ311, ρ̃ = γ314, ε̃ = 1
2

(
γ211 +γ341

)
,

σ̃ = γ313, µ̃ = γ243, γ̃ = 1
2

(
γ212 +γ342

)
,

λ̃ = γ244, τ̃ = γ312, α̃ = 1
2

(
γ214 +γ344

)
,

ν̃ = γ242, π̃ = γ241, β̃ = 1
2

(
γ213 +γ343

)
,

(1.57)

vgl. [11, §102].

Lemma 1.29. Es gilt

ε̃+ ¯̃ε− ρ̃− ¯̃ρ =∇ j l j , µ̃+ ¯̃µ− γ̃− ¯̃γ=∇ j n j , β̃− τ̃+ ¯̃π− ¯̃α=∇ j m j ,

Beweis. Es gilt für a = 1, 2, 3, 4

∇ j e(a)
j = γ1a2 +γ2a1 −γ3a4 −γ4a3, (1.58)

denn γ1a2+γ2a1−γ3a4−γ4a3 = (l i n j +l i n j −mi m̄ j −m j m̄i )∇ j e(a)i = g i j∇ j e(a)i . Ferner folgt
mit γabc =−γbac sofort ε̃+ ¯̃ε = γ211, also wegen γaab = 0

ε̃+ ¯̃ε− ρ̃− ¯̃ρ = γ211 −γ314 −γ413 = γ111 +γ211 −γ314 −γ413;

d.h. mit (1.58) gilt die erste Gleichung. Analog ist γ̃+ ¯̃γ = γ212 und

µ̃+ ¯̃µ− γ̃− ¯̃γ= γ243 +γ234 −γ212 = γ122 −γ324 −γ432,

sowie β̃− ¯̃α = 1
2

(
γ213 +γ343 −γ213 −γ433

) = γ343, d.h.

β̃− τ̃+ ¯̃π− ¯̃α= γ343 −γ312 +γ231 = γ132 +γ231 −γ433.

‘
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Kapitel 2

Spinwellen

Zunächst werden hinreichende Bedingungen für Karten (U ,ϕ) von M dargestellt, so daß die
im folgenden wesentliche Bedingung g 00(x) > 0 ∀x ∈U erfüllt ist. Danach wird das allgemei-
ne Setting beschrieben, in dem sich die weitere Theorie der Spinwellenoperatoren bewegen
wird. Schließlich werden der Dirac-, der Weyl- und der Maxwell-Operator in einer gekrümm-
ten Raumzeit definiert und unter der Bedingung g 00(x) > 0 ∀x ∈ U an die Karte (U ,ϕ) zu
Evolutionsgleichungen umgeschrieben. Die Lemmata 2.7, 2.8 und 2.10 bilden das Skelett für
die Beweise der Sätze 2.25, 2.29 und 2.36, die die Realteile der i.a. unsymmetrischen Opera-
toren bestimmen.

2.1 Uhren und Maßstäbe in der Allgemeinen Relativität

Bereits in der Speziellen Relativität, also bei Vernachlässigung der Gravitation, ist die Messung
der Zeit und der räumlichen Entfernungen abhängig von dem betrachteten Bezugssystem; die-
se Abhängigkeit ist verantwortlich für die Erscheinungen der Zeitdilatation und der Lorentz-
Kontraktion, also insbesondere für das berühmte Zwillingsparadoxon. Daher sind auch in der
Allgemeinen Relativität Uhren und Maßstäbe ausschließlich in Bezugssystemen definiert [32].

Definition 2.1. Sei I ⊂R offen und zusammenhängend. Ein Beobachter oder ein Bezugssystem
ist eine zeitartige zukunftgerichtete Kurve γ: I →M . Für einen Beobachter gilt also g(γ̇, γ̇) > 0,
γ̇(τ) ∈Cγ(τ), vgl. [47].

Ein Karte oder ein lokales Koordinatensystem (U ,ϕ) oder (U ,ϕ,U ) einer Raumzeit M
ist eine offene Menge U ⊂M und ein Diffeomorphismus ϕ: U → U , U ⊂ R4 offen. Die vier
Funktionen xi : U → R, i = 0, 1, 2, 3, mit

(
x0(x), . . . , x3(x)

) = ϕ(x) ∈ U ∀x ∈ U , sind die
Koordinaten der Punkte x ∈U , und U ⊂M ist die Koordinatenumgebung.

Bemerkung 2.2. Sei (U ,ϕ,U ) ein lokales Koordinatensystem, und sei γ: I → U die Kurve
in M , deren Koordinatendarstellung durch die Kurve ϕ◦γ: I → U ⊂ R4, τ 7→ (τ, x1, x2, x3)
(xα fest für α = 1, 2, 3) gegeben ist. Dann ist γ̇(τ) = ∂0 = ∂/∂x0. Für alle x ∈ U , in denen
∂0 = ∂/∂x0 zeitartig und zukunftgerichtet ist, d.h. für die

gx (∂0,∂0) = g00(x) > 0

gilt, ist γ ein Beobachter, und die Koordinate x0 mißt in jedem Punkt der Koordinatenum-
gebung U die Zeit bezüglich diesem Beobachter. Mit anderen Worten ist für alle x ∈ U mit
g00 > 0 das lokale Koordinatensystem gleichzeitig ein Bezugssystem.
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Bemerkung. Für den metrischen Tensor gilt gi j g j k = δi
k , d.h. mit der Summenkonvention

für griechische Indizes α, β, γ ∈ {1, 2, 3}

gαβgβγ+ g0αg 0γ = δα
γ, (2.1)

gαβg 0β+ g0αg 00 = 0, (2.2)

g0βg 0β+ g00g 00 = 1 (2.3)

Insbesondere besagt g ki g j i = δi
k

g 0i gαi = 0. (2.4)

Aus (2.2) folgt −gαβg 0β = g0αg 00, also aufsummiert über α

− gαβg 0αg 0β = g0αg 0αg 00. (2.5)

Lemma 2.3. Sei x ∈U ⊂M , (U ,ϕ,U ) ein lokales Koordinatensystem. Dann gilt:
(a) Die (3×3)-Matrix

(
gαβ(x)

)
ist dann und nur dann negativ definit, wenn g 00(x) > 0.

(b) Ist g 00(x) > 0, so ist entweder g0α(x) = g 0α(x) = 0 oder g0α(x)g 0α(x) > 0.

Beweis. (a) (gαβ) ist negativ definit ⇐⇒ span(∂1,∂2,∂3) ist raumartig

⇐⇒ X mit X i = g 0i ist zeitartig (da mit (2.4) g(X,∂α) = g 0i giα = 0 ∀α, d.h. X⊥∂α)

⇐⇒ g(X,X) = gi j g 0i g 0 j = g 00 > 0.

(b) Mit (a) ist gαβ negativ definit. Falls g0αg 0α 6= 0, so ist g0αg 0α > 0 wegen (2.5); falls
andererseits g0αg 0α = 0, so ist g 0α = 0 wegen (2.5), und also mit (2.2) g0α = 0.

Lemma 2.4. Sei U ⊂M zusammenhängend, und sei (U ,ϕ,U ) ein lokales Koordinatensystem,
so daß die (3×3)-Matrix gαβ negativ definit ist ∀x ∈U und ein Punkt x0 ∈U existiert, in dem
∂0 zeitartig ist. Dann ist auf ganz U

g 00 > 0 und g0αg 0α= 0.

Beweis. Sei x ∈U ein beliebiger Punkt. Sei o.B.d.A. g0αg 0α 6= 0, denn sonst gilt Lemma 2.3.
Aus (2.5) folgt mit der negativen Definitheit

− gαβg 0αg 0β = g0αg 0αg 00 > 0, (2.6)

also notwendig g 00 6= 0 ∀x ∈ U . Speziell im Punkt x0 gilt gx0
(∂0,∂0) = g 00 > 0. Wäre nun

g 00(x0) < 0, so würde mit (2.2) notwendig g0αg 0α = 1− g00g 00 > 1 gelten, also insbeson-
dere g0αg 0αg00 < 0, im Widerspruch zu (2.6). Daher muß g 00(x0) > 0 sein, d.h. mit (2.6)
g0α(x0)g 0α(x0) > 0. Da U aber zusammenhängend ist, die metrischen Komponenten stetige
Funktionen in x ∈U sind und g 00 6= 0 ∀x ∈U , gilt auf ganz U g 00 > 0 und g0αg 0α= 0.

Lemma 2.5. Sei U zusammenhängend und (U ,ϕ̃) eine Karte, so daß g 00 > 0 in U , und sei
{l, n, m, m̄} eine Newman-Penrose-Tetrade. Sei ferner das Vektorfeld ∂0 zeitartig und zukunft-
gerichtet in einem speziellen Punkt x∗ ∈U . Dann gilt

l 0,n0, l0,n0 > 0 auf ganz U . (2.7)

Beweis. Da ∂0 zeitartig in x∗ ist, gilt g00(x∗) > 0. Mit (1.26) ist g 00 = 2(l 0n0 −m0m̄ 0), also
l 0(x∗)n0(x∗) > 0. Da aber sowohl l 0 als auch n0 auf der zusammenhängenden Menge U stetig
sind, haben beide dasselbe Vorzeichen und wechseln es nirgends.

Nun ist das Vektorfeld X j = g 0 j mit (2.4) und Lemma 2.3 zeitartig und zukunftgerichtet in
x∗, da gx∗(∂0,X) = g00g 00 > 0. Da per Definition l and n zukunftgerichtet sind, d. h. gx∗(X, l)
= g 0 j (x∗)l j (x∗) = l 0(x∗) > 0, und entsprechend n0(x∗) > 0. Da l 0 and n0 keine Vorzeichenwe-
chesl auf U haben, folgt allgemein l 0(x), n0(x) > 0 ∀x ∈U . Da ferner l und n zeitartig sind,
schließen wir aufgrund der negativen Definitheit l0l 0 = −lαlα = −gαβlαlβ > 0 und n0n0 =
−gαβnαnβ > 0.
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Wir beschränken uns im folgenden auf Koordinatenumgebungen U , in denen {x1, x2, x3}
räumliche Koordinaten sind, d. h. (gαβ) negativ definit ist. Sei

γαβ =−gαβ (2.8)

der dreidimensionale metrische Tensor, der die Metrik eines dreidimensionalen Raums be-
schreibt.

Lemma. Der kontravarianten Komponenten des dreidimensionalen Tensors γαβ lauten

γαβ =−gαβ+ g 0αg 0β

g 00 .

Beweis. Bestimmen wir gα0 aus (2.2) und setzen es in (2.1) ein, so erhalten wir sofort −gαβγ
βγ

= δ
γ
α, d.h. γαβγβγ = δ

γ
α.

Bemerkung. Sei (U ,ϕ,U ) eine Karte von M . Eine Kurve γ: I → U induziert eine Kurve
ϕ ◦γ: I → U ⊂ R4 auf die Kartenumgebung U , λ 7→ (γi (λ)) := ϕ(γ(λ)) ∈ U . Ist (U ,ϕ,U )
ein Koordinatensytem, in dem (gαβ) negativ definit ist, so ist γ nur dann Beobachter in einem
Punkt x ∈U , wenn

g00 dγ0 dγ0 +2 g0αdγ0 dγα >−gαβdγαdγβ > 0,

wobei dγi = γ̇(λ)dλ. Insbesondere ist γ̇0(λ) 6= 0 ∀λ ∈ I . Ist zusätzlich ∂0 zukunftgerichtet an
einer Stelle x∗ ∈U , so ist dort γ̇0(λ∗) > 0, wobei γ(λ∗) = x∗, denn sonst wäre γ wegen ∂0γ|x∗
= γ̇0(λ∗) dort nicht zukunftgerichtet; ist U zusätzlich zusammenhängend, so gilt γ̇0(λ) > 0
∀λ ∈ I . Die Eigenzeit τ ist durch

c2 dτ2 = g00 dγ0 dγ0 +2 g0αdγ0 dγα =
(

g00 +2 g0α
γ̇α

γ̇0

)(
γ̇0)2 dλ2

definiert, solange die Funktion z: I → R,

z(λ) = g00 +2 g0α
γ̇α

γ̇0

der Bedingung z >−gαβdγαdγβ > 0 genügt. Damit ist τ durch

τ=
∫

dτ= 1

c

∫
γ̇0pz dλ

gegeben. Ist γ der spezielle Beobachter mit dγ0 = dx0 aus Bemerkung 2.2, so gilt

τ= 1

c

∫ p
z dλ.

Anschaulich betrachten wir zwei »infinitesimal« entfernte Punkte A und B , d.h. A habe die
räumlichen Koordinaten xα + dxα, und B die Koordinaten xα, α = 1, 2, 3. Die räumliche
Entfernung zwischen A und B ist dann die Hälfte der Eigenzeit von A zwischen Absendung
und Empfang eines Lichtsignals, das von A ausgesandt in B zurück nach A reflektiert wird,
siehe Abbildung 2.1. Da für ein Lichtsignal ds = 0 ist und wir schreiben können

ds2 = g00(dx0)2 +2 g0αdx0 dxα− gαβdxαdxβ = c2 dτ2 −γαβ,

gilt nach Auflösung nach dτ

dτ(1) =−1

c

√
γαβdxαdxβ, dτ(2) = 1

c

√
γαβdxαdxβ,

Damit folgt für das Element ds der räumlichen Entfernung dσ= c
2 (dτ(2) − dτ(1)), d.h.

dσ2 = γαβdxαdxβ.
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τ+ dτ(2)

τ

τ+ dτ(1)

A B

Abbildung 2.1: Die räumliche Entfernung zwischen zwei Raumpunkten A und B

2.2 Spinwellenoperatoren über Raumzeiten

Sei U ⊂M , M eine C∞-Mannigfaltigkeit, und sei (U ,ϕ,U ) ein lokales Koordinatensystem,
so daß g 00(x) > 0 und mit Lemma 2.3(a) daher gαβ negativ definit ist ∀x ∈U , und so daß für
jedes t ∈R mit (ct , x1, x2, x3) ∈ U die Hyperfläche Ut ⊂U des R4,

Ut := {(x1, x2, x3) ∈R3 | (ct , x1, x2, x3) ∈U } (2.9)

zusammenhängend ist. Damit ist die Hyperfläche Nt := ϕ−1(Ut ) ⊂ M eine zusammenhän-
gende Untermannigfaltigkeit von M . Dann definieren wir für n ∈ N, n = 1, den Vektorraum
C∞

0 (Ut ,Cn) := { f ∈C∞
0 (Ut ,Cn) | supp f ⊂⊂U } mit dem Skalarprodukt

(φ,ψ) =
∫

Ut

φ∗ ·ψp
g dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, φ,ψ ∈C∞

0 (Ut ,Cn) (2.10)

zur Zeit t , wobei
g := |det(gi j )|

(vgl. [26, pp. 44]) und φ∗ die Hermitesche Konjugation des (Spalten-) Vektors φ(x) ∈ Cn be-
deutet, d.h. (φ∗ψ)(x) ∈C bezeichnet einfach das Hermitesche Skalarprodukt des Cn . Sei weiter
H = Ht := L2(Ut )n die Vervollständigung von C∞

0 (Ut ,Cn) bezüglich der durch (·, ·) induzier-
ten Norm; vgl. [60, pp. 108] oder [12]. Sei schließlich

τ=p
g dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Wir werden im folgenden die Differentialoperatoren L : C∞
0 (Ut ,Cn) →C∞

0 (Ut ,Cn),

L = (M 0)−1(Mν∂ν+Z), ν= 1,2,3

betrachten, wobei Z und M j , j = 0, . . . ,3, komplexe (n ×n)-Matrizen sind, wobei wiederum
die vier Matrizen M j zusätzlich Hermitesch sind und M 0 ∈ GL(n,C).

Definition 2.6. Seien φ, ψ ∈H . Dann ist für ein festes t

(φ,ψ)± =
∫

Ut

n∑
i=1

(φ̄i ·ψi )±(x)τ

mit den punktweise definierten Funktionen

(φ̄i ·ψi )+(x) = max
(
0,Re(φ̄i ·ψi )(x)

)
und (φ̄i ·ψi )−(x) = min

(
0,Re(φ̄i ·ψi )(x)

)
. (2.11)

Es gilt Re(φ,ψ)H = (φ,ψ)++ (φ,ψ)−.

Lemma 2.7. Sei D(t ,x) ∀(ct ,x) ∈U eine Diagonalmatrix mit reellen positiven Einträgen λ1,
. . . , λn ∈C k (U ), λi > 0, und sei für (ct ,x) ∈U

λmax(t ,x) := max
i=1,...,n

λi (t ,x), λmin(t ,x) := min
i=1,...,n

λi (t ,x).
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Dann gilt bei festem t ∀φ, ψ ∈H =Ht

(φ,λminψ)++ (φ,λmaxψ)− 5Re(φ,Dψ)5 (φ,λminψ)−+ (φ,λmaxψ)+.

Gilt ferner (φ,ψ)± = (η,χ)± für φ, ψ, η, χ ∈H , so folgt

(φ,Dψ)± = (η,Dχ)±.

Beweis. Es gilt Re(φ,Dψ)H = ∫
Re(φ∗Dψ)τ = ∫

Re(
∑
λi φ̄iψi )τ = ∫ ∑

λi Re(φ̄iψi )τ, also
Re(φ,Dψ)H = ∫ ∑

λi (φ̄iψi )+τ + ∫ ∑
λi (φ̄iψi )−τ. Mit den Abschätzungen∑

λmin(φ̄i ·ψi )+(x)5
∑
λi (φ̄i ·ψi )+(x)5

∑
λmax(φ̄i ·ψi )+(x)∑

λmax(φ̄i ·ψi )−(x)5
∑
λi (φ̄i ·ψi )−(x)5

∑
λmin(φ̄i ·ψi )−(x)

folgen die Ungleichungen. Mit (φ,ψ)± − (η,χ)± = 0 folgt
∫

(φ̄iψi )± − (η̄i ,χi )±τ = 0, d.h.
(φ̄iψi )± = (η̄i ,χi )± fast überall. Damit ist (φ, Dψ)± − (η, Dχ)± = ∫ ∑

λi
(
(φ̄iψi )± − (η̄i ,χi )±

)
= 0

Lemma 2.8. Sei H = H(t ,x) eine Hermitesche (n ×n)-Matrix mit den Eigenwerten µ1, . . . ,
µn ∈ C k (U ), wobei für festes t das Vorzeichen sgnµi als Funktion von x ∈ Ut konstant sei,
sgnµi (t ,x) = const ∀x ∈Ut , i = 1, . . . , n. Seien weiter

µmin(t ,x) := min
i=1,...,n

µi (t ,x) und µmax(t ,x) := max
i=1,...,n

µi (t ,x).

die Schranken der Eigenwerte bei festem t , sowie

µ̂min = min(0,µmin(t ,x)), µ̂max = max(0,µmax(t ,x)). (2.12)

Dann gilt

(a) (φ,µminφ)5 (φ, Hφ)5 (φ,µmaxφ);

(b) (φ, µ̂minφ)5 (φ, Hφ)− 5 05 (φ, Hφ)+ 5 (φ, µ̂maxφ).

Beweis. Sei S eine unitäre Matrix, so daß SHS∗ Diagonalgestalt hat. Sei damit ψ := Sφ. Dann
ist (ψ,ψ) = (φ,φ) und (ψ,ψ)− = 0, und es gilt punktweise

∑
ψ̄iψi = ∑

φ̄iφi . Mit (φ, Hφ) =
(Sφ,SHφ) = (ψ,SHS∗ψ) ∈ R und Lemma 2.7 folgt sofort (a). Ebenso ist jeweils (φ, Hφ)± =
(ψ,SHS∗ψ)±. Seien durch Umnummerierung µ1, . . . , µp die negativen und µp+1, . . . , µn die
nichtnegativen Eigenwerte, 0 5 p 5 n. Dann ist

(φ, Hφ)− =
∫ p∑

i=0
µi ψ̄iψiτ= (φ, µ̂minφ), (φ, Hφ)+ =

∫ n∑
i=p+1

µi ψ̄iψiτ5 (φ, µ̂maxφ),

Lemma 2.9. Sei H ein allgemeiner komplexer Hilbertraum, und seien A1 und A2 zwei Ope-
ratoren mit Definitionsbereichen D(A1), D(A2) ⊂H , so daß D(A1)∩D(A2) dicht in ⊂H liegt
und (φ, A1φ) = (φ, A2φ) ∀φ ∈ D(A1)∩D(A2) ist. Dann gilt A1φ = A2φ ∀φ ∈ D(A1)∩D(A2).

Beweis. Sei A = A1 − A2 mit Definitionsbereich D(A) = D(A1)∩D(A2). Dann ist (φ, A1φ) =
(φ, A2φ) ⇔ (φ, Aφ) = 0 ∀φ ∈ D(A1)∩D(A2). Die Funktion q: D(A) → R, q(φ) = (φ, Aφ) =
0 ist eine quadratische Form auf dem Vektorraum D(A). Da dieser komplex ist, definiert sie
durch die Polarisierungsidentität eindeutig die Sesquilinearform s: D(A)×D(A) → C, s(φ,ψ)
= (φ, Aψ) ≡ 0, vgl. [59, pp. 9]. Da D(A) dicht in H ist, bedeutet dies jedoch A = 0.
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Bemerkung. In dem Beweis von Lemma 2.9 ist wesentlich, daß D(A1)∩D(A2) ein komple-
xer Vektorraum ist, denn in reellen Vektorräumen existieren Operatoren A (»Drehungen um
±π

2 «), so daß die quadratische Form identisch verschwindet, q(φ) = (φ, Aφ) = 0, die Sesquili-
nearform s(φ,ψ) = (φ, Aψ) dagegen nicht.

Lemma 2.10. Seien Mν für ν = 1, 2, 3 drei Hermitesche (n×n)-Matrizen, und sei B = −Mν∂ν.
Dann gilt für φ ∈C∞

0 (Ut ,Cn)

2Re(φ,Bψ)H =
∫

Ut

φ∗ · 1p
g
∂ν(

p
g Mν) ·φp

g dx1 ∧ dx2 ∧ dx3.

Beweis. Definieren wir das Vektorfeld Fφ: Nt → T Nt mit den Komponenten

Fφ
ν =φ∗ ·Mν ·φ.

Da die drei Matrizen Mν Hermitesch sind, ist Fφ reell. Es gilt für das Dual der 1-Form
(Fφ)νdxν,

∗Fφ =p
g

∑
ν

(−1)ν−1Fφ
νdx1 ∧ . . .∧ d̂xν∧ . . . dx3,

also
d∗Fφ = ∂ν(

p
g Fφ

ν)dx1 ∧ dx2 ∧ dx3,

d.h. d∗F = div(3)Fφτ ist die 3-Divergenz des Vektorfeldes Fφν∂ν, [13, pp. 316], [28, pp. 254].
Weiter gilt mit dem Satz von Stokes ∫

Ut

d∗Fφ =
∫
∂Ut

∗Fφ.

Da das Randintegral jedoch verschwindet (suppφ⊂⊂Ut ), folgt mit

∂νFφ
ν = ∂νφ∗ ·Mν ·φ+φ∗ ·Mν ·∂νφ+φ∗ ·∂ν(Mν) ·φ

sofort ∫
Ut

(
∂νφ

∗ ·Mν ·φ+φ∗ ·Mν ·∂νφ
)
τ=−

∫
Ut

(
φ∗ ·∂ν(Mν) ·φ+ 1p

g
Fφ

ν∂ν(
p

g )
)
τ.

Mit
1p
g φ

∗ ·∂ν(
p

g Mν) ·φ=φ∗ ·∂ν(Mν) ·φ+ 1p
g Fφν∂ν(

p
g )τ

und

(Bφ,φ)+ (φ,Bφ) =−
∫ (

(Mν∂νφ)∗φ+φ∗Mν∂νφ
)
τ=−

∫ (
∂νφ

∗Mνφ+φ∗Mν∂νφ
)
τ

folgt wegen 2Re(φ,Bφ) = (Bφ,φ)+ (φ,Bφ) die Behauptung.

Bemerkung 2.11. Mit der Hermiteschen Matrix

K =
(

1p
g
∂ν

(p
g Mν

))
besagt Lemma 2.10 also

2Re(φ,Bφ) = (φ,Kφ) ∀φ ∈C∞
0 (Ut ,Cn). (2.13)

Wegen 2Re(φ,Bφ) = (φ, (B +B∗)φ) folgt mit Lemma 2.9 auf C∞
0 (Ut ,Cn) sofort B +B∗ = K ,

vgl. [12].
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2.3 Der Dirac-Operator

Definition 2.12. Im folgenden werden wir die komplexen (2×2)-Matrizen

G j =p
2

(
l j m̄ j

m j n j

)
, G̃ j =p

2

(
n j −m̄ j

−m j l j

)
, j = 0,1,2,3,

d.h. G j =p
2(σ̄ j

AB ′) =
p

2(σ j
AB ′)t , G̃ j =p

2(σ j AB ′
), betrachten.

Definition 2.13. Die vier komplexen (4×4)-Matrizen

γ j =
(

0 G̃ j

G j 0

)
, j = 0,1,2,3,

heißen Dirac-Matrizen; vgl. [18, pp. 52] (Die Dirac-Matrizen dort sind komplex-konjugiert zu
den hiesigen).

Bemerkung 2.14. Es gilt

G̃i G j = 2

(
ni l j −m̄i m j ni m̄ j −m̄i n j

l i m j −mi l j l i n j −mi m̄ j

)
, Gi G̃ j = 2

(
l i n j −m̄i m j m̄i l j − l i m̄ j

mi n j −ni m j ni l j −mi m̄ j

)
,

und damit

γiγ j = 2

(
G̃i G j 0

0 Gi G̃ j

)
.

Mit (1.26) sieht man sofort die Clifford-Dirac-Gleichungen

γiγ j +γiγ j = 2g i j I4, (2.14)

wobei I4 die (4×4)-Einheitsmatrix ist.

Lemma 2.15. Sei S ∈GL(4,C). Seien weiter γ̃i = Sγi S−1 vier komplexe (4×4)-Matrizen. Dann
gelten auch für sie die Clifford-Dirac-Gleichungen γ̃i γ̃ j + γ̃i γ̃ j = 2g i j I4.

Beweis. γ̃i γ̃ j + γ̃i γ̃ j = γiγ j +γiγ j = 2g i j SI4S−1 = 2g i j I4.

Definition 2.16. Die vier Matrizen

γ
j
SR = 1

2

(
G j + G̃ j G j − G̃ j

−G j + G̃ j −G j − G̃ j

)
, j = 0,1,2,3,

heißen Dirac-Matrizen der Standarddarstellung, vgl. [46, pp. 51]. Mit Definition 2.12 ist also

γ
j
SR = 1p

2


l j +n j 0 l j −n j 2m̄ j

0 l j +n j 2m j n j − l j

n j − l j −2m̄ j −l j −n j 0
−2m j l j −n j 0 −l j −n j

 ,

Da diese Matrizen aus den Dirac-Matrizen γ durch γ j
SR = Sγ j S−1 mit

S = 1p
2

(
I2 I2

I2 −I2

)
,

entstehen (S = S−1), gilt mit Lemma 2.15 γi
SRγ

j
SR +γ j

SRγ
i
SR = 2 g i j I4.
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Bemerkung 2.17. Sei (M ,g) eine Raumzeit, und sei U ⊂M eine offene Koordinatenumge-
bung, so daß für die Komponenten des metrischen Tensors g 00(x) 6= 0 ∀x ∈U gilt. Dann sind
G0 und G̃0 auf ganz U invertierbar, und es ist

(G0)−1 = 1

g 00 G̃0 und (G̃0
)−1 = 1

g 00 G0

denn mit (1.26) bzw. der Clifford-Dirac-Gleichung (2.14) gilt G0G̃0 = G̃0G0 = g 00I2. Damit
ist auch γ(x) auf U invertierbar, und es gilt

(γ0)−1 = 1

g 00 γ
0. (2.15)

Beispiel 2.18. Sei M := R4, und seien l j = n j = 1p
2

(1,0,0,1), n j = l j = 1p
2

(1,0,0,−1), m j =
−m j = 1p

2
(0,1, i,0), ( j = 0, 1, 2, 3) ist mit (1.26) gi j = diag (1,−1,−1,−1); (M ,g) ist also der

Minkowski-Raum. Es gilt

σ0
AB ′ = 1p

2

(
1 0
0 1

)
=σ0

AB ′
, σ1

AB ′ = 1p
2

(
0 1
1 0

)
=σ1

AB ′
,

σ2
AB ′ = 1p

2

(
0 i
−i 0

)
=−σ2

AB ′
, σ3

AB ′ = 1p
2

(
1 0
0 −1

)
=σ3

AB ′
.

Die Matrizen Gα = −G̃α, α = 1, 2, 3, sind die Pauli-Matrizen, und G0 = G̃0 = I2. Ferner sind
γi , i = 0, 1, 2, 3, 5, die üblichen Dirac-Matrizen der Quantenfeldtheorie; s. z.B. [56, pp. 68],
[43] oder [13, p. 176].

Definition 2.19. Sei me die Masse eines Elementarteilchens, h das Plancksche Wirkungsquan-
tum, ħ= h/2π und c die Lichtgeschwindigkeit. Sei dann

µe := me cp
2ħ . (2.16)

p
2/µe ist die Compton-Wellenlänge eines Teilchens der Masse me . Die kovariante Dirac-

Gleichung eines Teilchens der Masse ist definiert durch

∇AB ′P A + iµeQB ′ = 0, ∇AB ′Q̄ A + iµe P̄B ′ = 0 (2.17)

(A, B = 0, 1). Dies ist äquivalent zu dem Gleichungssystem

(l j∂ j + ε̃− ρ̃)P 0 + (m̄ j∂ j + π̃− α̃)P 1 = iµeQ1′

(m j∂ j + β̃− τ̃)P 0 + (n j∂ j + µ̃− γ̃)P 1 = −iµeQ0′

(l j∂ j + ¯̃ε− ¯̃ρ)Q0′ + (m̄ j∂ j + ¯̃π− ¯̃α)Q1′ = −iµe P 1

(m̄ j∂ j + ¯̃β− ¯̃τ)P 0 + (n j∂ j + ¯̃µ− ¯̃γ)P 1 = iµe P 0

(2.18)

vgl. [11, pp. 543].

Mit den folgenden Definitionen werden wir die Dirac-Gleichung umschreiben:

Definitionen 2.20. Sei U ⊂M eine Koordinatenumgebung mit g 00(x) > 0 ∀x ∈U , und seien
γSR die Dirac-Matrizen der Standardrepresentation. Dann definieren wir die Matrizen α j =
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γ0
SRγ

j
SR/g 00, d.h. explizit

α j = 1

g 00



l 0n j +n0l j

−2m̄0m j
m̄0(l j −n j )
−m̄ j (l 0 −n0)

n0l j − l 0n j m̄ j (l 0 +n0)
−m̄0(l j +n j )

m0(n j − l j )
−m j (n0 − l 0)

l 0n j +n0l j

−2m0m̄ j
m j (l 0 +n0)
−m0(l j +n j )

l 0n j −n0l j

n0l j − l 0n j m̄ j (l 0 +n0)
−m̄0(l j +n j )

l 0n j +n0l j

−2m̄0m j
m̄ j (n0 − l 0)
−m̄0(n j − l j )

m j (l 0 +n0)
−m0(l j +n j )

l 0n j −n0l j m j (l 0 −n0)
−m0(l j −n j )

l 0n j +n0l j

−2m0m̄ j


(2.19)

(beachte: mit (2.15) ist α0 = γ0
SR(γ0

SR)−1 = I4). Dies ist der Verallgemeinerung der üblichen
α-Matrizen in krummlinigen Koordinaten, und mit der Nulltetrade aus Bsp. 2.18 ergeben sich
diese, vgl. [43], [56]. Seien ferner

Ξ :=
(
ε̃− ρ̃ π̃− α̃
β̃− τ̃ µ̃− γ̃

)
, Υ :=

(
¯̃µ− ¯̃γ − ¯̃β+ ¯̃τ

− ¯̃π+ ¯̃α ¯̃ε− ¯̃ρ

)
, (2.20)

φ :=


P 0

P 1

Q1′

−Q0′

 ψ := Sφ=


P 0 +Q1′

P 1 −Q0′

P 0 −Q1′

P 1 +Q0′

 ,

und

Z := 1p
2

((
Ξ+Υ Ξ−Υ

−(Ξ−Υ) −(Ξ+Υ)

)
− iµe I4

)
. (2.21)

Satz 2.21. Sei (M ,g) eine Raumzeit, und sei U ⊂ M eine Koordinatenumgebung, so daß
g 00(x) > 0 ∀x ∈U . Mit dem Operator A: C∞

0 (Ut ,C4) →C∞
0 (Ut ,C4),

A = cαν∂ν− c

g 00γ
0
SRZ (ν= 1,2,3) (2.22)

und mit der Bezeichnung t = x0/c für die (Koordinaten-) Zeit läßt sich die kovariante Dirac-
Gleichung als Evolutionsgleichung schreiben,

∂

∂t
ψ= Aψ. (2.23)

Beweis. Zunächst liest sich die Dirac-Gleichung als γ j∂ j +
p

2


−iµe 0 ¯̃µ− ¯̃γ − ¯̃β+ ¯̃τ

0 −iµe − ¯̃π+ ¯̃α ¯̃ε− ¯̃ρ
ε̃− ρ̃ π̃− α̃ −iµe 0
β̃− τ̃ µ̃− γ̃ 0 −iµe





P 0

P 1

Q1′

−Q0′

 = 0,

also [
γ j∂ j +

p
2

(
0 Υ

Ξ 0

)
− i

p
2µe

]
φ = 0. (2.24)

Weiter ist [. . .]φ = 0 äquivalent zu S[. . .]S−1ψ =, d.h. zu[
γ

j
SR∂ j +Z

]
ψ= 0,
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da

Z = 1p
2

(
I2 I2

I2 −I2

) ((
Ξ+Υ Ξ−Υ

−(Ξ−Υ) −(Ξ+Υ)

)
− iµe I4

) (
I2 I2

I2 −I2

)
.

Umstellen nach γ0
SR∂0ψ und Multiplikation mit c(γ0

SR)−1 = cγ0
SR/g 00 und x0 = ct liefert die

Behauptung.

Definition 2.22. Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.21 gegeben. Dann heißt der Ope-
rator (2.22) Dirac-Operator eines Teilchens mit der Masse me und dem Spin s = 1

2 in einer
gekrümmten Raumzeit. Er wirkt auf Funktionen ψ: U →C4, den Spinorfunktionen. Mit (2.22)
folgt

γ0
SR A =−c

(
γνSR∂ν+Z

)
(2.25)

Ferner sei betont, daß die Gleichungen (2.17), (2.18) und (2.24) äquivalent sind.

Lemma 2.23. Sei H eine Hermitesche (4×4)-Matrix der Gestalt

H =


a 0 b c
0 a c̄ −b
b c a 0
c̄ −b 0 a

 a,b ∈R, c ∈C. (2.26)

Dann hat H die Eigenwerte
λ1/2 = a ±

√
b2 + cc̄.

D.h. H hat einen Eigenwert der Vielfachheit 4 für b = c = 0, und zwei mit doppelter Vielfachheit
sonst.

Beweis. Es gilt det H = a4−2a2cc̄−2a2b2+2b2cc̄+b4+c2c̄2 = (a2−b2−cc̄)2, d.h. insbeson-
dere für das charakteristische Polynom det(λI −H) = ((λ−a)2 −b2 − cc̄)2. Damit erhält man
die zwei Eigenwerte mit doppelter Vielfachheit. Da b2, cc̄ = 0, gilt λ1 =λ2 dann und nur dann,
wenn b = c = 0.

Lemma 2.24. Sei M j
Dirac für j = 0, . . . , 3 jeweils die Hermitesche Matrix

M j
Dirac := Tγ j

SR T =
(

I2 0
0 −I2

)
,

also

M j
Dirac =


l j +n j 0 l j −n j 2m̄ j

0 l j +n j 2m j n j − l j

l j −n j 2m̄ j l j +n j 0
2m j n j − l j 0 l j +n j

 (2.27)

(Die M j
Dirac sind die Hermitesch gemachten Dirac-Matrizen γ j

SR). Dann gilt:

(a) T M i
DiracT M j

Dirac =γi
SRγ

j
SR;

(b) αν = (M 0
Dirac)−1Mν

Dirac für ν = 1, 2, 3;

(c) Für die Eigenwerte von M 0
Dirac gilt

λ1/2 = 1p
2

(
l 0 +n0 ±

√
(l 0 −n0)2 +4m0m̄0

)
= 1p

2

(
l 0 +n0 ±

√
(l 0 +n0)2 −2g 00

)
(2.28)

d.h. M 0
Dirac hat nur positive Eigenwerte, und zwar einen mit Vielfachheit 4 für l 0 = n0

und m0 = 0, zwei je mit Vielfachheit 2 sonst.
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(d) Mit dem Differentialoperator B : C∞
0 (Ut ,C4) →C∞

0 (Ut ,C4),

B :=−cMν
Dirac∂ν (2.29)

und der (4×4)-Matrix
Z′ =−cT Z (2.30)

gilt für den Dirac-Operator

A = (M 0
Dirac)−1(B +Z′). (2.31)

Beweis. (a) Wegen T T = I4 folgt T M j
Dirac =γ

j
SR.

(b) Mit T M 0
DiracT M 0

Dirac = γ0
SRγ

0
SR = g 00I4 folgt (M 0

Dirac)−1 = 1/g 00T M 0
DiracT , d.h. es gilt

αν = 1/g 00γ0
SRγ

ν
SR = 1/g 00T M 0

DiracT Mν
Dirac = (M 0

Dirac)−1Mν
Dirac.

(c) Es gilt det(λI4−M 0
Dirac) = 1

4 det(λ′I4−
p

2M 0
Dirac) mit λ′ =p

2λ. Die Eigenwerte λ′ der
Matrix

p
2M 0

Dirac lauten mit Lemma 2.23

λ′
1/2 =

(
l 0 +n0 ±

√
(l 0 +n0)2 −4(l 0n0 −m0m̄0)

)
.

Mit g 00 = 2(l 0n0−m0m̄0) und den binomischen Formeln folgen die beiden Gleichungen in (c)
für λ=λ′/

p
2.

(d) Mit (2.25) ist M 0
Dirac A = Tγ0

SR A = −cTγνSR∂ν− cT Z = B +Z′.

Bemerkung. Für die Nulltetrade aus Bsp. 2.18, d.h. für kartesische Koordinaten im flachen
Fall, gilt mit (2.28) λ1 =λ2 = 1.

Satz 2.25. Seien λ1 und λ2 die beiden Eigenwerte von M 0
Dirac, λ1 =λ2 > 0, und sei λmax(t ,x) :=

λ1(t ,x)/g 00(ct ,x). Sei weiter mit (2.27) und (2.30)

H = 1p
g
∂ν

(p
g M 0

Dirac

)+Z′+Z′∗. (2.32)

Dann gilt für den Dirac-Operator A und für jedes φ ∈C∞
0 (Ut ,C4)

Re(φ, Aφ) = 1

2
(φ,D Hφ) (2.33)

für eine Diagonalmatrix D mit Einträgen λi /g 00, und

1

2
(φ,λmaxµ̂minφ)5Re(φ, Aφ)5

1

2
(φ,λmaxµ̂maxφ) (2.34)

wobei µmin und µmax die Schranken der Eigenwerte von H aus Lemma 2.8 sind.

Beweis. Sei S eine unitäre Matrix, so daß D = S(M 0
Dirac)−1S∗ Diagonalgestalt hat. Mit

λ1λ2 = 1

2

(
l 0 +n0 +

√
(l 0 +n0)2 −2g 00

)(
l 0 +n0 −

√
(l 0 +n0)2 −2g 00

)
= g 00

ist λ1
−1 = λ2/g 00 und λ2

−1 = λ1/g 00, d.h. λ1/g 00 und λ2/g 00 sind die Einträge von D. Da S
unitär ist, folgt insbesondere Re(Sφ,S(B +Z′)φ), d.h. es ist 2Re(φ, (B +Z′)φ) = (φ, (B +B∗+
Z′+Z′∗)φ). Wegen Lemma 2.10 gilt nun B +B∗+Z′+Z′∗ = H , und damit 2(Sφ,S(B +Z′)φ)± =
(φ, Hφ)±. Mit Lemma 2.7 folgt

(φ,λminHφ)++ (φ,λmaxHφ)− 5 2Re(Sφ,DS(B +Z′)φ)

5 (φ,λminHφ)−+ (φ,λmaxHφ)+ (2.35)
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und mit Lemma 2.8 (b) schließlich

(φ,λminHφ)++ (φ,λmaxHφ)− = (φ,λmaxµ̂minφ)

(φ,λminHφ)−+ (φ,λmaxHφ)+ 5 (φ,λmaxµ̂maxφ)

Da mit Lemma 2.24 (d) A = (M 0
Dirac)−1(B +Z′) ist, folgt mit (M 0

Dirac)−1 = S∗DS und Lemma
2.7 sofort A+ A∗ = D H , also (2.33), sowie A = S∗DS(B +Z′), d.h.

Re(φ, Aφ) = Re(φ,S∗DS(B +Z′)φ) = Re(Sφ,DS(B +Z′)φ).

Mit (2.35) folgt (2.34).

Satz 2.26. Sei (M ,g) eine Raumzeit, und sei (U ,ϕ,U ) ein lokales Koordinatensystem, so daß
g 00(x) > 0 ∀x ∈U ⊂M gilt. Sei ferner {l, n, m, m̄} eine Nulltetrade mit den Spinkoeffizienten
(1.57). Dann hat die Matrix H in (2.32) die Gestalt

H =


h1 0 h2 h3

0 h1 h̄3 −h2

h2 h3 h1 0
h̄3 −h2 0 h1


mit

h1 =− 1√
2g

∂0
(p

g (l 0 +n0)
)

, h2 =− 1√
2g

∂0
(p

g (l 0 −n0)
)

, h3 =−
√

2

g
∂0

(p
g m̄0) .

Beweis. Da

Ξ+Ξ∗ =
(
ε̃+ ¯̃ε− ρ̃− ¯̃ρ π̃− α̃+ ¯̃β− ¯̃τ
β̃− τ̃+ ¯̃π− ¯̃α µ̃+ ¯̃µ− γ̃− ¯̃γ

)
, (2.36)

und

Υ+Υ∗ =
(
µ̃+ ¯̃µ− γ̃− ¯̃γ α̃− π̃− ¯̃β+ ¯̃τ
¯̃α− ¯̃π− β̃+ τ̃ ε̃+ ¯̃ε− ρ̃− ¯̃ρ

)
,

gilt, hat Z′+Z′∗ wegen

Z′+Z′∗ =− 1p
2

(
Ξ+Ξ∗+Υ+Υ∗ Ξ+Ξ∗− (Υ+Υ∗)
Ξ+Ξ∗− (Υ+Υ∗) Ξ+Ξ∗+Υ+Υ∗

)
,

die symmetrische Gestalt wie in Lemma 2.23. Damit gilt

h1 =− 1p
g
∂ν

(p
g (lν+nν)

)− 1p
g

(
ε̃+ ¯̃ε− ρ̃− ¯̃ρ+ µ̃+ ¯̃µ− γ̃− ¯̃γ

)
,

Mit Lemma 1.29 ist einerseits ∇ j l j +∇ j n j = ε̃+ ¯̃ε− ρ̃− ¯̃ρ+ µ̃+ ¯̃µ− γ̃− ¯̃γ; andererseits gilt für
einen beliebigen Vektor X j

∇ j X j = 1p
g
∂0

(p
g X 0)+ 1p

g
∂ν

(p
g X ν

)
,

d.h. es folgt die Behauptung für h1. Analog ergeben sich h2 und h3.
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2.4 Masselose Spinwellenoperatoren

Masselose Wellenfelder mit Spin s = n
2 , n ∈ {1, 2}, werden in einer Koordinatenumgebung

(U ,ϕ,U ) mit g 00(x) > 0 ∀x ∈U durch einen Evolutionsoperator

L(s) : C∞
0 (Ut ,C2s+1) →C∞

0 (Ut ,C2s+1) (2.37)

der Form L(s) = L(s)
t = (M 0

(s))
−1(Mν

(s)∂ν +Z(s)), ν = 1, 2, 3, beschrieben; dabei sind M j
(s), j

= 0, 1, 2, 3, und Z(s) jeweils (2s + 1) × (2s + 1)-Matrizen mit Einträgen aus C k (Ut ,C), und
die Matrizen M j

(s) sind Hermitesch. Ferner ist C∞
0 (Ut ,C2s+1) mit dem Skalarprodukt (φ,ψ)s :

C∞
0 (Ut ,C2s+1)×C∞

0 (Ut ,C2s+1) → C,

(φ,ψ)s =
∫

Ut

φ∗ψ
p

g dx1 ∧ dx2 ∧ dx3, (2.38)

ein Prähilbertraum. Sei H (s) = H (s)
t = L2(Ut ,C2s+1) die Vervollständigung von C∞

0 (Ut ,C2s+1)
bzgl. (·, ·)s .

a) Der Weyl-Operator

Für masselose Spin- 1
2 -Teilchen, Weyl-Neutrinos, zerfällt die kovariante Dirac-Gleichung (2.24)

mit µe = 0 in zwei unabhängige komplex-konjugierte Gleichungssyteme (vgl. Definition 2.13
und die Gleichungen (2.20))

(G j∂ j +
p

2Ξ)

(
P 0

P 1

)
= 0, (G̃ j

∂ j +
p

2Υ)

(
Q1′

−Q0′

)
= (G j∂ j +

p
2Ξ)∗

(
Q0′

Q1′

)
= 0, (2.39)

oder äquivalent ∇AB ′P A = 0, ∇̄AB ′Q A′ = 0, vgl. (2.17). Mit

M j

( 1
2 )
= 1p

2
G j und Z( 1

2 ) =−Ξ

läßt sich das erste Gleichungssystem aus (2.39) umschreiben zu

M 0
( 1

2 )
∂0

(
P 0

P 1

)
=

(
−Mν

( 1
2 )
∂ν+Z

1
2

)(
P 0

P 1

)
.

Sei U Koordinatenumgebung mit g 00 > 0 auf ganz U . Dann gilt mit Bemerkung 2.17

(M 0
( 1

2 )
)−1 = 2

g 00 G̃ j
, (2.40)

und der Weyl-Operator L( 1
2 ): C∞

0 (Ut ,C2) →C∞
0 (Ut ,C2) lautet

L( 1
2 ) := c(M 0

( 1
2 )

)−1
(
−(Mν

( 1
2 )
∂ν)−1 +Z( 1

2 )
)

. (2.41)

Damit und mit der Spinorfunktion φ = (P 0,P 1)t ∈ C∞
0 (Ut ,C2) läßt sich die Weyl-Gleichung

∇AB ′P A = 0 durch die Evolutionsgleichung

∂tφ= L( 1
2 )φ (2.42)

ausdrücken, wobei wieder t = x0/c die Zeit darstellt, d.h. ∂t = c∂0.

Lemma 2.27. Die Eigenwerte von M 0
( 1

2 )
= 1p

2
G0 sind positiv und lauten

λ1/2 = 1
2

(
l 0 +n0 ±

√
(l 0 +n0)2 −2g 00

)
. (2.43)
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Beweis. det(λI2 −M 0
( 1

2 )
) = λ2 − (l 0 +n0)λ+ l 0n0 −m0m̄0 = λ2 − (l 0 +n0)λ+ 1

2 g 00 = 0.

Definition 2.28. Sei

H =− 1p
g
∂0

(p
g

(
l 0 m0

m̄0 n0

))
, (2.44)

d.h. H = 1p
g ∂0

(p
g M 0

( 1
2 )

)
.

Satz 2.29. Sei U ⊂M eine Koordinatenumgebung, auf der überall g 00 > 0 ist. Dann gilt für
den Weyl-Operator L( 1

2 ) und der Diagonalmatrix D mit Einträgen λ−1
1 , λ−1

2 der Eigenwerte aus
(2.43)

2Re
(
φ,L( 1

2 )φ
)

( 1
2 )
= c

(
φ,D H ( 1

2 )φ
)

( 1
2 )

φ ∈C∞
0 (Ut ,C2)

Beweis. Mit Lemma 2.10 gilt 2Re(φ,−Mν
( 1

2 )
∂νφ) 1

2
= (φ,Kφ) 1

2
, wobei

K = 1p
g
∂ν

(p
g Mν

( 1
2 )

)
ist (vgl. (2.13)). Einerseits ist ∇ j M j

( 1
2 )

= 1p
g ∂0(

p
g M 0

( 1
2 )

)+K , andererseits ist mit Lemma 1.29

und (2.20) ∇ j M j

( 1
2 )
= −(Z( 1

2 ) +Z( 1
2 )) = Ξ+Ξ∗. Da mit (2.41) also

2Re
(
φ,L( 1

2 )φ
)

1
2

= c
(
φ,D(K +Z( 1

2 ) +Z( 1
2 )∗)φ

)
1
2

gilt, folgt die Behauptung, vgl. Satz 2.25.

b) Der Maxwell-Operator

Definition 2.30. Sei Fi j der antisymmetrische Maxwell-Tensor, z.B. [47]. Dann lauten die
Maxwell-Gleichungen in einer gekrümmten Raumzeit,

F[i j ;k] = 0, g i k Fi j ;k = 0,

mit den drei komplexen Skalaren

φ0 := F(1)(3) = Fi j l i m j ,

φ1 := 1
2

(
F(1)(2) +F(4)(3)

)= 1
2 Fi j

(
l i n j +m̄i m j

)
,

φ2 := F(4)(2) = Fi j m̄i n j

im Newman-Penrose-Formalismus

l j∂ jφ1 −m̄ j∂ jφ0 = (π̃−2α̃)φ0 +2ρ̃φ1 − κ̃φ2,

l j∂ jφ2 −m̄ j∂ jφ1 = −λ̃φ0 +2π̃φ1 + (ρ̃−2ε̃)φ2,

m j∂ jφ1 −n j∂ jφ0 = (µ̃−2γ̃)φ0 +2τ̃φ1 − σ̃φ2,

m j∂ jφ2 −n j∂ jφ1 = −ν̃φ0 +2µ̃φ1 − (τ̃−2β̃)φ2,

(2.45)

vgl. [11, pp. 51] oder [31, p. 85]. Daraus folgt das Gleichungssystem n j m j 0
m̄ j l j +n j m j

0 m̄ j l j

 ∂ j

 φ0

−φ1

φ2

=
 2γ̃− µ̃ 2τ̃ σ̃

2α̃− π̃− ν̃ 2(ρ̃− µ̃) τ̃−2β̃+ κ̃
−λ̃ −2π̃ ρ̃−2ε̃

 φ0

−φ1

φ2


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Multiplizieren wir dieses System von links mit der konstanten Matrix diag (1, 1/
p

2, 1) und
von rechts mit diag (1, 1/

p
2, 1) und diag (1,

p
2, 1), so erhalten wir

n j 1p
2

m j 0
1p
2

m̄ j 1
2 (l j +n j ) 1p

2
m j

0 1p
2

m̄ j l j

 ∂ j

 φ0

−p2φ1

φ2

= Z(s=1)

 φ0

−p2φ1

φ2

 , (2.46)

wobei

Z(s=1) =

 2γ̃− µ̃ p
2 τ̃ σ̃

1p
2

(2 α̃− π̃− ν̃) ρ̃− µ̃ 1p
2

(τ̃−2 β̃+ κ̃)

−λ̃ −p2 π̃ ρ̃−2ε̃

 . (2.47)

Mit den Hermiteschen Matrizen

M j
(1) =


n j 1p

2
m j 0

1p
2

m̄ j 1
2 (l j +n j ) 1p

2
m j

0 1p
2

m̄ j l j

 ( j = 0,1,2,3) (2.48)

und dem Differentialoperator

B (s=1) =−Mν
(1)∂ν (ν= 1,2,3) (2.49)

ist dieses System wiederum äquivalent zu

M 0
(1)∂0

 φ0

−p2φ1

φ2

= (
B (s=1) +Z(s=1)) φ0

−p2φ1

φ2

 . (2.50)

Bemerkung 2.31. Sei (φ,ψ)1 = ∫
Ut
φ∗ψp

g dx1 ∧ dx2 ∧ dx3 das Skalarprodukt des Prähil-
bertraums C∞

0 (Ut ,C3). Bezeichne weiter (φ0,φ1,φ2) := φ die drei Komponenten von φ ∈
C∞

0 (Ut ,C3). Da in dem lokalen Minkowski-System für den Feldstärketensor

φ0 = By −Ex + i(Ey +Bx ),

φ1 = Ez − iBz ,

φ2 = Ex +By + i(Ey −Bx )

gilt, vgl. [51, p. 167], folgt

φ∗φ=
(
φ̄0,−

p
2φ̄, φ̄2

) φ0

−p2φ1

φ2

= 2φ̄1φ1 + φ̄0φ0 + φ̄2φ2 = 2(E2 +B2).

Damit entspricht also das Hermitesche Skalarprodukt bezüglich des komplexen 3-Vektors
(φ0,−p2φ1,φ2)t demjenigen des (E,B)-Feldes der Standardnotation im gravitationsfreien Fall
mit (E,B) ∈ L2(Ω,R6), Ω=Ut ⊂R3 offen und beschränkt, vgl. [15, pp. 339].

Lemma 2.32. Sei (U ,ϕ,U ) eine lokale Koordinatenumgebung, und es gelte g 00 > 0 auf ganz
U . Dann hat die Matrix M 0

(1) die positiven Eigenwerte

λ1 = 1
2 (l 0 +n0), λ2/3 = 1

2

(
l 0 +n0 ±

√
(l 0 +n0)2 −2g 00

)
. (2.51)

Beweis. Mit (2.48) gilt 2det(λI −M 0
(1)) =

(
(λ−n0)(λ−l 0)−m0m̄0

)(
2λ−(l 0+n0)

)
. Der zweite

Faktor verschwindet für λ=λ1; der erste lautet ausmultipliziert λ2 − (l 0 +n0)λ+ l 0n0 −m0m̄0

= λ2 − (l 0 +n0)λ+ 1
2 g 00 = (λ−λ2)(λ−λ3).
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Bemerkung 2.33. Mit det M 0
(1) = 1

2 (l 0+n0)(l 0n0−m0m̄0) = 1
4 (l 0+n0)g 00 und dem Doppelten

der Adjunkte von M 0
(1),

M̃ 0 =


l 0(l 0 +n0)−m0m̄0 −p2 l 0m0 (m0)2

−p2 l 0m̄0 2 l 0n0 −p2n0m0

(m̄0)2 −p2n0m̄0 n0(l 0 +n0)−m0m̄0

 (2.52)

sieht man, daß

(M 0
(1))

−1 = 2

(l 0 +n0)g 00 M̃ 0 (2.53)

gilt. Da ferner die Eigenwerte von (M 0
(1))

−1 die Kehrwerte derjenigen von M 0
(1) sind,1 sind sie

allesamt positiv. Insbesondere gilt für den größten Eigenwert von (M 0
(1))

−1

λmax = 2

l 0 +n0 −
√

(l 0 +n0)2 −2g 00
. (2.54)

Ferner folgt wegen (l 0 +n0)2 −2g 00 5
(
l 0 +n0 − g 00/(l 0 +n0)

)2

λmax 5 2
l 0 +n0

g 00 (2.55)

Definition 2.34. Sei
L(1) = c (M 0

(1))
−1 (

B (s=1) +Z(s=1)) (2.56)

der Maxwell-Operator.

Damit folgt aus den Maxwell-Gleichungen für eine Koordinatenumgebung U mit g 00 > 0
∀x ∈U via (2.50) die Evolutionsgleichung

∂t

 φ0

−p2φ1

φ2

= L(1)

 φ0

−p2φ1

φ2

 . (2.57)

Definition 2.35. Sei H (1) = (hi j )i , j die Hermitesche (3×3)-Matrix mit den Einträgen

h11 = 2Re γ̃− 1p
g
∂0(

p
g n0)+ l 0

n0 nν∂ν

(
n0

l 0

)
,

h12 = 1p
2

(
β̃+ ¯̃α+ τ̃− ν̃− n0

l 0

1p
g
∂0(

p
g m0)+ l 0

n0 mν∂ν

(
n0

l 0

))
,

h13 = σ̃− ¯̃λ,

h22 = Re(ε̃− γ̃)− 1

2
p

g
∂0

(p
g (l 0 +n0)

)+ l 0

2n0 nν∂ν

(
n0

l 0

)
,

h23 = 1p
2

(
κ̃− ¯̃π− β̃− ¯̃α− 1p

g
∂0(

p
g m0)

)
,

h33 = 2Re ε̃− 1p
g
∂0(

p
g l 0).

1Sei S eine unitäre Matrix, so daß SM0
(1)S∗ Diagonalgestalt hat; dann gilt (SM(1)S∗)−1 = S(M0

(1))−1S∗.
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Satz 2.36. Sei U eine Koordinatenumgebung mit g 00 > 0. Dann genügt der Maxwell-Operator
L(1) für φ ∈C∞

0 (Ut ,C3) der Beziehung

2Re
(
φ,L(1)φ

)
(s=1) = c

(
φ,D H (1)φ

)
(s=1) (2.58)

wobei D eine diagonale (3×3)-Matrix mit Einträgen λ−1
1 , λ−1

2 , λ−1
3 ist, mit λi aus (2.51).

Beweis. Wir imitieren den Beweis von Satz 2.29 für (2×2)-Matrizen. Definieren wir zunächst
für q = 1, 2 die beiden Differentialoperatoren B (s=1)

q :=−M̂ν
q∂ν mit

M̂1
ν =

 nν 1p
2

mν 0
1p
2

m̄ν 1
2 nν 0

0 0 0

 M̂2
ν =

 0 0 0
0 1

2 lν 1p
2

mν

0 1p
2

m̄ν lν

 .

Entsprechend seien

Z(s=1)
1 =

 2γ̃− µ̃ p
2τ̃ 0

1p
2

(α̃− π̃− ν̃) −µ̃ 0

0 0 0

 , Z(s=1)
2 =

 0 0 σ̃

0 ρ̃ 1p
2

(τ̃−2β̃+ κ̃)

−λ̃ −p2π̃ ρ̃−2ε̃

 .

Dann folgt mit (2.47) und (2.48)

B (s=1) +Z(s=1) = B (s=1)
1 +Z(s=1)

1 +B (s=1)
2 +Z(s=1)

2 .

Nun gilt für φ ∈C∞
0 (Ut ,C3) entsprechend Lemma 2.10

2Re

(
φ,

n0

l 0 B (s=1)
1 φ

)
(s=1)

= −2Re
∫

Ut

φ∗ n0

l 0 M̂ν
1 ∂νφ

p
g dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

=
∫

Ut

(
n0

l 0

1p
g
∂ν(

p
g M̂ν

1 )+ M̂ν
1 ∂ν

(n0

l 0

))
φ∗φ

p
g dx1 ∧ dx2 ∧ dx3

=
(
φ,

[
n0

l 0

1p
g
∂ν(

p
g M̂ν

1 )+ M̂ν
1 ∂ν

(n0

l 0

)]
φ

)
(s=1)

(beachte: n0, l 0 > 0). Da nun für den Eintrag (1,1) der Matrix in den eckigen Klammern [. . . ],
der gleich ist dem Doppelten des Eintrags (2,2) von [. . . ],

n0

l 0

1p
g
∂ν(

p
g nν)+nν∂ν

(n0

l 0

)
= n0

l 0 ∇ j n j − n0

l 0

1p
g
∂0(

p
g n0)+nν∂ν

(n0

l 0

)
= n0

l 0

(
2Re(µ̃− γ̃)− 1p

g
∂0(

p
g n0)+ l 0

n0 nν∂ν

(n0

l 0

))
(die zweite Gleichung folgt mit Lemma 1.29) und entsprechend für das

p
2-fache des Eintrags

(1,2) der Matrix [. . . ]

n0

l 0

1p
g
∂ν(

p
g mν)+mν∂ν

(n0

l 0

)
= n0

l 0 ∇ j m j − n0

l 0

1p
g
∂0(

p
g m0)+mν∂ν

(n0

l 0

)
= n0

l 0

(
β̃− τ̃− ¯̃α+ ¯̃π− 1p

g
∂0(

p
g m0)+ l 0

n0 mν∂ν

(n0

l 0

))
gilt, folgt sofort (vgl. auch Lemma 2.9)

2Re
(
φ, (B (s=1)

1 +Z(s=1)
1 )φ

)
(s=1)

= 2Re

(
φ,

l 0

n0

n0

l 0 B (s=1)
1 φ

)
(s=1)

+
(
φ,

(
Z(s=1)

1 +Z(s=1)∗
1

)
φ

)
(s=1)

= (
φ, H1φ

)
(s=1)
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mit

H1 =
 h11 h12 0

h̄12 h′
22 0

0 0 0

 , h′
22 =−Re γ̃− 1

2
p

g
∂0(

p
g n0)+ l 0

2n0 nν∂ν

(n0

l 0

)
.

Entsprechend gilt mit Lemma 2.10

2Re
(
φ,B (s=1)

2 φ
)

(s=1)
=

(
φ,

[ 1p
g
∂ν(

p
g M̂ν

2 )
]
φ

)
(s=1)

,

und wegen Lemma 1.29

1p
g

(
p

g lν) =∆ j l j − 1p
g
∂0(

p
g l 0) = 2Re(ε̃− ρ̃)− 1p

g
∂0

(p
g l 0)

und
1p
g

(
p

g mν) =∆ j m j − 1p
g
∂0(

p
g m0) = β̃+ ¯̃π− τ̃− ¯̃α− 1p

g
∂0

(p
g m0)

folgt
2Re

(
φ, (B (s=1)

2 +Z(s=1)
2 )φ

)
(s=1)

= (
φ, H2φ

)
(s=1)

mit

H2 =
 0 0 h13

0 h′′
22 h23

h̄13 h̄23 h33

 , h′′
22 =−Re ε̃− 1

2
p

g
∂0(

p
g l 0).

Damit ist 2Re
(
φ, (B (s=1) +Z(s=1))φ

)
(s=1) =

(
φ, (H1 +H2φ

)
(s=1) =

(
φ, Hφ

)
(s=1). Die Behauptung

folgt dann mit Lemma 2.7, vgl. Satz 2.25.

39



Kapitel 3

Anwendungen

3.1 Die Kerr-Newman-Raumzeit

Wir betrachten nun die Mannigfaltigkeit M ∼=R×(0,∞)×S, versehen mit den Polarkoordinaten
(t ,r,θ,ϕ) ∈ R× (0,∞)× (0,π)× [0,2π), den Boyer-Lindquist-Koordinaten. Gegeben sei weiter
die Nulltetrade (Kinnersley-Tetrade)

l j = 1p
2∆

(
r 2+a2,∆,0, a

)
, l j = 1p

2∆

(
∆,−ρρ̄,0,−a∆sin2θ

)
,

n j = 1p
2ρρ̄

(
r 2+a2,−∆,0, a

)
, n j = 1p

2ρρ̄

(
∆,ρρ̄,0,−a∆sin2θ

)
,

m j = 1p
2ρ

(
ia sinθ,0,1,

i
sinθ

)
, m j = 1p

2ρ

(
ia sinθ,0,−ρρ̄,−i(r 2+a2)sinθ

)
,


(3.1)

mit den Funktionen ∆: (0,∞) →R, ρ: (0,∞)× (0,π) →C, Σ: (0,∞)× (0,π) →R,

∆(r ) := r 2 −2Mr +a2 +Q2, ρ(r,θ) := r + ia cosθ,

Σ(r,θ) := (r 2 +a2)2 −a2∆sin2θ = ρρ̄(r 2 +a2)+ (2Mr −Q2)a2 sin2θ

 (3.2)

und den Parametern M , a, Q ∈R, M = 0, die der Bedingung

a2 +Q2 5 M 2 (3.3)

genügen. In der Tetrade (3.1) sind die Spinkoeffizienten (1.57)

ε̃= κ̃= σ̃= ν̃= λ̃= 0,

β̃= cotθ

2
p

2ρ
, ρ̃ =− 1p

2ρ̄
, τ̃=− ia sinθp

2ρρ̄
, π̃= ia sinθp

2ρ̄ 2
,

µ̃=− ∆p
2ρρ̄ 2

, α̃= π̃− ¯̃β, γ̃= µ̃+ r −Mp
2ρρ̄

.

(3.4)

vgl. [29]. Mit (1.26) lauten die kovarianten Komponenten des metrischen Tensors

(gi j ) =



1− 2Mr −Q2

ρρ̄
0 0

(2Mr −Q2)a sin2θ

ρρ̄

0 −ρρ̄
∆

0 0

0 0 −ρρ̄ 0

(2Mr −Q2)a sin2θ

ρρ̄
0 0 −Σsin2θ

ρρ̄


(3.5)
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bzw.

ds2 = ∆Σ
ρρ̄

dt 2 − Σsin2θ

ρρ̄

(
dϕ+ (2Mr −Q2)a

Σ
dt

)2

− ρρ̄

∆
dr 2 −ρρ̄dθ2.

Die Raumzeit (M ,g) heißt Kerr-Newmansches Schwarzes Loch mit Drehimpuls aM und La-
dung QM . Die Raumzeit heißt für a = Q = 0 auch Schwarzschildsches Schwarzes Loch, für
a = 0 Reissner-Nordströmsches Schwarzes Loch, und für Q = 0 Kerrsches Schwarzes Loch.

Die kontravarianten Komponenten des metrischen Tensors lauten

(g i j ) =



Σ

ρρ̄∆
0 0

(2Mr −Q2)a

ρρ̄∆

0 − ∆

ρρ̄
0 0

0 0 − 1

ρρ̄
0

(2Mr −Q2)a

ρρ̄∆
0 0 −∆−a2 sin2θ

ρρ̄∆sin2θ


Seien

r± = M ±
√

M 2 −a2 −Q2 (3.6)

die Nullstellen von ∆. Mit (3.3) gilt r± ∈ [0,∞). Das Urbild der Hyperfläche (t ,r ≡ r+,θ,ϕ) ⊂
R×(0,∞)×(0,π)×(0,2π) der Kartenabbildung x 7→ (t ,r,θ,ϕ) heißt Ereignishorizont. Sei ferner

U := {R× (r+,∞)× (0,π× (0,2π)}

und sei U ⊂ M das Urbild von U ⊂ R4 der Karte x 7→ (t ,r,θ,ϕ). U heißt Außenraum der
Kerr-Newman-Raumzeit. Seien schließlich

re = M +
√

M 2 −Q2 −a2 cos2θ,

E := {(t ,r,θ,ϕ)| r+ < r < re } und E ⊂ M das Urbild von E der Karte x 7→ (t ,r,θ,ϕ). E heißt
Ergosphäre, und das Urbild der Hyperfläche (t ,r ≡ re ,θ,ϕ) heißt Ergohorizont, vgl. [49]. Für
a = 0 gilt E =;, und für a 6= 0 ist ; 6= E ⊂ U , d.h. die Ergosphäre befindet sich im Außenraum.
Da mit (3.2) ρρ̄− (2Mr −Q2) 5 0 genau dann gilt, wenn r 5 re ist, folgt

g00(r,θ)5 0 ⇔ r 5 re , (3.7)

d.h. g00 ist negativ in der Ergosphäre. Die Ergosphäre spielt eine wesentliche Rolle bei der
Energiegewinnung durch den Penrose-Prozeß und bei dem dragging of the inertial frames,
siehe Anhang A.3.

Lemma 3.1. Sei U der Außenraum der Kerr-Newman-Raumzeit. Dann gilt

g 00(x)= 1 ∀x ∈U .

Beweis. Zunächst gilt
r > r+ = M = 0, (3.8)

also mit (3.2) ρρ̄ > 0, ∆> 0 für r > r+. Es gilt

Σ = r 4(1+cos2θ)r 2a2 +a4 cos2θ+ r 2a2 sin2+a4 sin2θ−a2 sin2θ

= ρρ̄(r 2 +a2)+ (2Mr −Q2)a2 sin2θ,

und damit

0 < ρρ̄∆= ρρ̄(r 2 +a2)− (2Mr −Q2)ρρ̄5 ρρ̄(r 2 +a2)+ (2Mr −Q2)a2 sin2θ =Σ,

also ist g 00 =Σ/(ρρ̄∆)= 1.
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Bemerkungen. Mit Hilfe der Komponenten des Riemann-Tensors der Metrik (3.5) [11,
Gl.(142), pp. 291], erkennt man, daß die Krümmung am Ereignishorizont, d.h. bei r = r+,
endlich bleibt, es sich also um eine Koordinatensingularität handelt, die durch geeignete Koor-
dinaten wegtransformiert werden kann.

Eine wesentliche Eigenschaft des Ereignishorizonts r = r+ ist, daß es keine kausale zu-
kunftgerichtete Kurve gibt, die von einem Ereignis (t ,r,θ,ϕ) mit r 5 r+ zu einem Weltpunkt
im Außenraum r > r+ führt. d.h. ein Ereignis, welches nicht im Außenraum stattfindet, ist dort
unbeobachtbar. Ein Beobachter im Unendlichen, wie z.B. ein irdischer Astronom, sieht also
ein Schwarzes Loch mit Radius r+; das Innere dieses Lochs ist für ihn, solange er im Au-
ßenraum bleibt, physikalisch unerfahrbar. Siehe [26] und, speziell im Zusammenhang mit der
Schwarzschild-Lösung, [42].

Wäre die Einschränkung (3.3) an die drei Parameter M , a und Q nicht erfüllt, so gäbe es
keine reelle Nullstelle von ∆ und damit keinen Ereignishorizont. Da aber für M > 0 immer
eine Krümmungssingularität im Falle ρρ̄→ 0, d.h. r → 0, θ = π

2 , vorliegt, würde dies bedeuten,
daß sie von keinem Ereignishorizont umhüllt würde, sie läge frei im Außenraum. Sie wäre ei-
ne nackte Singularität. Nackte Singularitäten ermöglichen u.U. jedoch geschlossene zeitartige
Kurven, d.h. Zeitmaschinen. Da aber die Einschränkung (3.3) keine mathematische Begrün-
dung hat, wurde zur Rettung des Kausalitätsprinzips die »Hypothese der kosmischen Zensur«
(cosmic censorship hypothesis) eingeführt: Physikalisch vernünftige Bedingungen führen nie-
mals zu einer nackten Singularität. In (3.3) offenbart sich also gewissermaßen der kosmische
Zensor. Vgl. z.B. [11, pp. 377].

Korollar 3.2. Für den Dirac-Operator A und den Weyl-Operator L( 1
2 ) in der Kerr-Newman-

Raumzeit gilt für ψ ∈C∞
0 (Ut ,C4) bzw. φ ∈C∞

0 (Ut ,C2)

Re
(
ψ, Aψ

)= 0, Re
(
φ,L( 1

2 )φ
)

1
2

= 0.

Beweis. Es gilt ∂0l 0 = ∂0n0 = ∂0m0 = 0, d.h. mit Satz 2.26 und 2.29 gilt jeweils H = 0.

Korollar 3.3. Für den Maxwell-Operator L(s=1) in der Kerr-Newman-Raumzeit gilt für φ ∈
C∞

0 (Ut ,C3)
1
2

(
φ,λmaxµ−φ

)
s=1 5Re

(
φ,L(s=1)φ

)
s=1 5

1
2

(
φ,λmaxµ+φ

)
s=1 (3.9)

mit

µ± =−Re γ̃±
√

(Re γ̃)2 + a2 sin2θ

ρρ̄

(
1+ a2 cos2θ

ρρ̄

)
, (3.10)

Re γ̃= 1p
2ρρ̄

(
r −M − r∆

ρρ̄

)
(3.11)

und

λmax = 2
p

2∆

(r 2 +a2)

(
1+ ∆

ρρ̄
−

√(
1− ∆

ρρ̄

)2

+4
a2 sin2θ

ρρ̄

∆2

(r 2 +a2)2

) (3.12)

Beweis. Zunächst berechnen wir die Einträge der Matrix H (1) aus Definition 2.35. Da einer-
seits

2 Re γ̃=− ∆

ρρ̄

(
1

ρ̄
+ 1

ρ

)
+p

2
r −M

ρρ̄
=

p
2

ρρ̄

(
r −M − r∆

ρρ̄

)
gilt, und mit (3.2) ∂rρρ̄ = 2r , ∂r∆ = 2(r −M), also

l 0

n0 nν∂ν

(n0

l 0

)
=− 1p

2
∂r

(
∆

ρρ̄

)
=−

p
2

(r −M)ρρ̄− r∆

ρ2ρ̄2 =−
p

2

ρρ̄

(
r −M − r∆

ρ2ρ̄2

)
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folgt, ist
h11 = 0

und

h22 =−2 Re γ̃=−
p

2

ρρ̄

(
r −M − r∆

ρ2ρ̄2

)
.

Man sieht sofort
h13 = h33 = 0.

Ferner ist mν∂ν(n0/l 0) = 0, d.h. h12 = ( ¯̃π+ τ̃)/
p

2, also

h12 = ia sinθ

2 ρ

(
1

ρ̄
+ 1

ρ

)
=−a2 sinθcosθ

2ρ2ρ̄
,

und ebenso h23 =−p2 ¯̃π, also

h23 =− ia sinθ

ρ̄2 .

Damit ist

H (1) =
 0 h12 0

h̄12 h22 h23

0 h̄23 0

 ,

und man sieht sofort, daß wegen det(λI3 − H (1)) = λ
(
λ2 −h22λ− (h12h̄12 +h23h̄23)

)
die drei

Eigenwerte λ1 = 0, λ2 =µ+ und λ3 =µ− lauten. Ferner ist

l 0 +n0 −
√

(l 0 +n0)2 +4m0m̄0

= r 2 +a2

p
2 ∆

(
1+ ∆

ρρ̄
−

√(
1− ∆

ρρ̄

)2

+4
a2 sin2θ

ρρ̄

∆2

(r 2 +a2)2

)
,

d.h. mit Bemerkung 2.33 ist λmax der größte Eigenwert von (M 0
(1))

−1. Mit Satz 2.25 folgt die
Behauptung.

Korollar 3.4. Für den Maxwell-Operator L(s=1) in der Kerr-Newman-Raumzeit gilt

− 2

r 2+

(
M − Q2

r+
+|a|

)(
φ,φ

)
s=1 5Re

(
φ,L(s=1)φ

)
s=1 5 2

|a|
r 2+

(
φ,φ

)
s=1 .

Beweis. Mit (3.11) ist

Re γ̃= 1p
2ρ2ρ̄2

(
r (ρρ̄−∆)−Mρρ̄

)
. (3.13)

Mit
ρρ̄−∆= 2Mr −a2 sin2θ−Q2

gilt
r (ρρ̄−∆)−Mρρ̄ = Mr 2 −Q2r −a2(r sin2θ+M cos2θ). (3.14)

Aus r > M (vgl. (3.8)) folgt

−a2r 5−a2(r sin2θ+M cos2θ)5−aM ,

Da wegen (3.3) r M(r −M) = Mr 2 −M 2r 5 Mr 2 −Q2r − a2r gilt und weiter −a2M 5 0 ist,
folgt damit aus (3.14)

r M(r −M)5 r (ρρ̄−∆)−Mρρ̄5 Mr 2 −Q2r.
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Daher gilt mit (3.13)
r M(r −M)p

2ρ2ρ̄2
5Re γ̃5

Mr 2 −Q2rp
2ρ2ρ̄2

(3.15)

(beachte: für M > 0 ist auch Re γ̃> 0, für M = 0 gilt Re γ̃= 0). Da nun

Re γ̃5

√
(Re γ̃)2 + a2 sin2θ

ρ2ρ̄2

(
1+ a2 cos2θ

ρρ̄

)
5 Re γ̃+ |a|sinθ

ρρ̄

√
1+ a2 cos2θ

ρρ̄
(3.16)

und

1+ a2 cos2θ

ρρ̄
= 1

ρρ̄

(
r 2 +2 a2 cos2θ

)< 1

ρρ̄

(
2r 2 +2 a2 cos2θ

)= 2 (3.17)

gilt, folgt für µ+ aus (3.10)

05µ+ 5
p

2
|a|sinθ

ρρ̄
(3.18)

und für µ− wegen −2Re γ̃−p
2|a|sinθ/ρρ̄ 5 µ− 5 −2Re γ̃

−
p

2

ρρ̄

(
Mr 2 −Q2r

ρρ̄
+|a|sinθ

)
5 µ− 5 −p2

Mr 2 −Q2r

ρρ̄
. (3.19)

Wegen (r 2 +a2)(ρρ̄+∆)/Σ 5 2(r 2 +a2)ρρ̄/Σ 5 2 ist (l 0 +n0)/g 00 5
p

2, d.h. mit (2.55)

λmax 5 2
p

2.

Also folgt mit ρρ̄= r 2 > r 2+

λmaxµ+ 5 4
|a|sinθ

ρρ̄
5 4

|a|
r+

λmaxµ− =− 4

ρρ̄

(
Mr 2 −Q2r

ρρ̄
+|a|sinθ

)
=− 4

r 4+

(
M − Q2

r+
+|a|

)
.

Analog Satz 2.25 folgt die Behauptung.

Folgerung 3.5. Sei a 6= 0. Dann ist die obere Schranke für den Realteil des Maxwell-Operators
echt positiv,

1
2

(
φ,λmaxµ−φ

)
s=1 > 0 für φ 6≡ 0.

Beweis. Da die Ungleichungen (3.16) für a 6= 0 streng werden, sind sie es auch für (3.18), d.h.
es gilt

0 <µ+ <p
2
|a|sinθ

ρρ̄
.

Folgerung 3.6. Für den Maxwell-Operator der Schwarzschild- und der Reissner-Nordström-
Raumzeit gilt

− 2

r 2+

(
M − Q2

r+

)(
φ,φ

)
s=1 5Re

(
φ,L(s=1)φ

)
s=1 5 0.

Beweis. Mit a = 0 gilt mit (3.10) µ+ ≡ 0 auf ganz U .
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3.2 Die Robertson-Walker-Kosmen

Sei k ∈ {−1, 0, 1}, und seien Mk die drei Mannigfaltigkeiten

Mk =
{

R4 für k = −1, 0,
R×S3 für k = 1.

(3.20)

Seien weiter

Ik =
{

(0,∞) für k = −1, 0,
(0,π) für k = 1.

(3.21)

und damit (τ,χ,θ,ϕ) ∈ R×Ik×(0,π)×(0,2π) Koordinaten von Mk , wobei für k = −1, 0 (χ,θ,ϕ)
∈ (0,∞)× (0,π)× (0,2π) die Polarkoordinaten des R3 (mit der radialen Koordinate χ) seien,
und für k = 1 (χ,θ,ϕ) ∈ (0,π)× (0,π)× (0,2π) die Polarkoordinaten der S3 (d.h.: χ ist eine
Winkelkoordinate). Ferner sei

a ∈C∞(R, (0,∞)), τ 7→ a(τ), (3.22)

eine Funktion in τ und fk : Ik → (0,∞) die Funktionen

fk (χ) =


sinhχ für k =−1,
χ für k = 0,
sinχ für k = 1.

(3.23)

Wir schreiben im folgenden oft kurz f statt fk . Damit sei durch

l j = 1p
2 a(τ)

(1,1,0,0) , l j = a(τ)p
2

(1,−1,0,0) ,

n j = 1p
2 a(τ)

(1,−1,0,0) , n j = a(τ)p
2

(1,1,0,0) ,

m j = 1p
2a(τ) fk (χ)

(
0,0,1,

i

sinθ

)
, m j = a(τ) fk (χ)p

2
(0,0,−1,−isinθ)

(3.24)

eine Nulltetrade gegeben. Dabei sind offensichtlich die Komponenten von l und n Funktionen
von τ ∈R, d.h. l j = l j (τ), l j = l j (τ), etc., und diejenigen von m Funktionen von τ und χ, (τ,χ)
∈ R× Ik , also m j = m j (τ,χ) und m j = m j (τ,χ). Die Spinkoeffizienten lauten

κ̃= σ̃= ν̃= λ̃= π̃= τ̃= 0,

β̃= cotθ

2
p

2a f
, ρ̃ =− 1p

2a

(
ȧ

a
+ f ′

f

)
ε̃= ȧ

2
p

2a2
,

µ̃= 1p
2a

(
ȧ

a
− f ′

f

)
, α̃=−β̃, γ̃=−ε̃.

(3.25)

Mit (1.26) lauten die ko- und kontravarianten Koeffizienten des metrischen Tensors also

(gi j ) = a2 diag(1,−1,− f 2,− f 2 sin2θ),

(g i j ) = 1

a2 diag

(
1,−1,− 1

f 2 ,− 1

f 2 sin2θ

)
.

Damit liest sich das Linienelement

ds2 = a2(τ)
(

dτ2 − dχ2 − f 2(χ)dθ2 − f 2(χ)dϕ2) (3.26)

und es gilt p
g = a4(τ) f 2(χ). (3.27)
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Bemerkung 3.7. Sei

Jk =
{

(0,∞) für k = −1, 0,
(0,1) für k = 1,

(3.28)

und sei

σ : (0,∞) → (0,∞), τ 7→σ(τ) =
τ∫

0

a dτ.

Da σ̇(τ) = a(τ) > 0 ∀τ ∈ (0,∞), ist σ ein Diffeomorphismus. Mit

Ĩk = Ik für k = −1, 0, und Ĩ1 = (0, π2 )

sind die Funktionen fk : Ĩk → Jk ebenfalls Diffeomorphismen. Mit dem Koordinatenwechsel
(0,∞)× Ĩk → (0,∞)× Jk , (τ,χ) 7→ (t ,r ),

τ 7→ t =σ(τ), χ 7→ r = fk (χ), (3.29)

d.h. mit

τ=σ−1(t ), χ= f −1
k (r ) =


arsinhr für k =−1,
r für k = 0,
arcsin r für k = 1,

(3.30)

und mit dem Weltradius
R(t ) := a

(
σ−1(t )

)
/c, (3.31)

c die Lichtgeschwindigkeit, gilt

dτ= c dt

R(t )
, bzw. c dt = a(τ)dτ, dχ= drp

1−kr 2
. (3.32)

Damit lautet die Metrik

ds2 = c2 dt 2 −R2(t )

(
dr 2

1−kr 2 + r 2 dθ2 + r 2 sin2θdϕ2
)

. (3.33)

Dies ist das bekannte Robertson-Walker-Linienelement, die Metrik einer Raumzeit, die man
aus dem kosmologischen Prinzip der raumartigen Isotropie erhält; vgl. [49] oder [26].

Führen wir nach (3.29) nur die Koordinatentransformation τ 7→ t durch, so lautet das Lini-
enelement (3.26) mit (3.31) für k = 1

ds2 = c2 dt 2 −R2(t )
(

dχ2 + sin2χdθ2 + sin2χsin2θdϕ2) .

Der räumliche Anteil R2(t )
(

dχ2 + sin2χdθ2 + sin2χsin2θdϕ2
)

ist also genau das dreidimen-
sionale Linienelement einer in den Euklidischen R4 eingebetteten Hyperkugel mit Radius R,
womit sich der Name »Weltradius« für R erklärt; vgl. [49, pp. 149].

Die Koordinaten (τ,χ,θ,ϕ) heißen auch chronometrische Koordinaten des mitbewegten
Bezugssystems, vgl. [58] oder [32].

Bemerkung 3.8. Ein physikalisches Modell des Weltalls ergibt sich, wenn man mit (3.33) in
die Einsteinschen Feldgleichungen mit dem Energie-Impuls-Tensor einer idealen Flüssigkeit
(»Galaxiengas«) eingeht. Dies liefert letztendlich eine gewöhnliche nichtlineare Differential-
gleichung für R(t ), die Friedmann-Gleichung [49, pp. 156]. Ist R(t ) Lösung dieser Gleichung,
so heißt die zugehörige Robertson-Walker-Raumzeit Friedmann-Kosmos.

Für den speziellen Fall einer verschwindenden kosmologischen Konstante (»Vakuumener-
giedichte«) reduziert sich die Friedmann-Gleichung für ein materiedominiertes Universum
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(»inkohärente« oder »staubförmige Materie«) auf die einfache Gleichung (dR/dt )2 =A /R−k,
A = const, die mit der Transformation t 7→ τ, R(t ) 7→ a(τ) die Form

(ȧ)2 = A0a −ka2

mit A0 = A /c2 annimmt, [51, p. 237]. Durch Trennung der Variablen erhält man leicht die
Lösungen

a(τ) =


1
2 A0(coshτ−1) für k =−1,
1
4 A0τ

2 für k = 0,
1
2 A0(1−cosτ) für k = 1

(3.34)

mit τ ∈ Ik . Mit (3.29) gilt dann t = 1
c

∫
a dτ, d.h. t ∈ Jk ,

t =


1

2c A0(sinhτ−1) für k =−1,
1

12c A0τ
3 für k = 0,

1
2c A0(1− sinτ) für k = 1.

Auch für ein strahlungsdominiertes Friedmann-Universum kann man für Λ = 0 elementare
Lösungen erhalten, vgl. [51, §26], [49, §5, speziell pp. 156 und pp. 160], [42, pp. 347] oder
[32, §§111–113].

Bemerkung 3.9. Mit (3.26) ist

g 00(x) = 1

a2(τ)
> 0 ∀x ∈Mk . (3.35)

Mit (3.24) folgt

l 0 +n0 =
p

2

a
, l 0 −n0 = m0 = 0. (3.36)

Also ist (l 0 +n0)2 −2g 00 = 0, d.h.

1
2

(
(l 0 +n0 ±

√
(l 0 +n0)2 −2g 00

)
= 1

2 (l 0 +n0) = 1p
2 a

. (3.37)

Satz 3.10. Für den Dirac-Operator A der Robertson-Walker-Kosmen mit ȧ = 0 gilt

− 3 ȧ

2 a
(φ,φ)5Re(φ, Aφ)5 0. (3.38)

Beweis. Mit Satz 2.26, (3.36) und (3.27) gilt

h1 =− 1

a4 f 2 ∂τ(a3 f 2) =−3
ȧ

a2 , h2 = h3 = 0.

Mit Lemma 2.8 ist
µ̂min =−3

ȧ

a2 , µ̂max = 0,

und (2.28) ergibt mit (3.37)

λ1 =λ2 = 1

a
.

Satz 2.25 liefert mit λmax =λ1/g 00 = a(τ) die Behauptung.

Satz 3.11. Für den Weyl-Operator der Robertson-Walker-Kosmen mit ȧ = 0 gilt

− 3 ȧ

2 a
(φ,φ)( 1

2 ) 5Re(φ,L( 1
2 )φ)( 1

2 ) 5 0. (3.39)
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Beweis. Die Matrix aus Definition 2.28 hat mit (3.24) die Gestalt

H ( 1
2 ) =− 3 ȧp

2 a2

(
1 0
0 1

)
.

während die Matrix (2.40) mit (3.24) und (3.35)

(M 0
( 1

2 )
)−1 = 2

g 00

(
n0 −m̄0

−m0 l 0

)
=p

2 a

(
1 0
0 1

)
.

lautet, also

(M 0
( 1

2 )
)−1H ( 1

2 ) =−3 ȧ

a

(
1 0
0 1

)
.

Mit Satz 2.29 folgt die Behauptung.

Satz 3.12. Für den Maxwell-Operator des Robertson-Walker-Kosmos mit ȧ = 0 gilt

−p
2

ȧ

a
(φ,φ)(s=1) 5Re(φ,L(1)φ)(s=1) 5− ȧ

2 a
(φ,φ)(s=1) (3.40)

Beweis. Nach Definition 2.35 gilt mit (3.24), (3.25) und (3.27) wegen nν∂ν = 0

h11 = − ȧp
2 a2

− 1

a4 f 2 ∂τ

(
a3 f 2

p
2

)
=−2

p
2

ȧ

a2 ,

h22 = ȧp
2 a2

− 1p
2 a4 f 2

∂τ
(
a3 f 2)=−

p
2

ȧ

a2 ,

h33 = ȧp
2 a2

− 1

a4 f 2 ∂τ

(
a3 f 2

p
2

)
=−

p
2

ȧ

a2 = h22,

h12 = h23 = h13 = 0.

Da ferner (l 0 +n0)g 00 = p
2/a3 gilt, ist mit (2.53)

(M 0
(1))

−1H (1) = ap
2

I3.

Daraus folgt (M 0
(1))

−1H (1) =−ȧ/a diag (
p

2,1,1), und mit Satz 2.36 folgt daher die Behauptung.

Bemerkung 3.13. Ist ȧ < 0, d.h. beschreibt die Robertson-Walker-Raumzeit ein kontrahieren-
des Weltall, so kehren sich alle Ungleichungen (3.38), (3.39) und (3.40) einfach um. Es sei
schließlich erwähnt, daß in der Literatur die Hubble-Konstante H durch

H = c
ȧ

a2 = 1

R(t )

dR

dt

definiert ist, s. z.B. [32, p. 445].
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Anhang A

Anhang

A.1 Die Spinkoeffizienten (3.25) der Robertson-Walker-Raumzeit

Sei e(a)
j , a = 1, 2, 3, 4, j = 0, 1, 2, 3, ein Vierbein einer Raumzeit (M ,g). Sei weiter

λ(a)(b)(c) := e(b)i , j (e(a)
i e(c)

j −e(a)
j e(c)

i ).

Dann gilt

λ(a)(b)(c) =−λ(c)(b)(a), (A.1)

und für die Ricci-Rotationskoeffizienten (1.57)

γ(a)(b)(c) = 1
2 (λ(a)(b)(c) +λ(c)(b)(a) −λ(b)(c)(a)), (A.2)

[11] oder [32, §98] (beachte die unterschiedliche Anordnung der Indizes von λ und γ in [32]).
Wir schreiben (A.2) um zu

γ(a)(b)(c) = 1
2 (λ(a)(b)(c) −λ(b)(c)(a) +λ(c)(a)(b)), (A.3)

Sei nun

l j = e(1)
j , n j = e(2)

j , m j = e(3)
j , m̄ j = e(4)

j

mit der Nulltetrade (3.24). Dann berechnet man

λ112 = li , j (l i n j − l j ni ) = li ,τ(l i nτ− lτni ) =− ȧp
2a2

,

und analog

λ122 = ȧp
2a2

, λ134 = 1p
2a

(
ȧ

a
+ f ′

f

)
, λ234 = 1p

2a

(
ȧ

a
− f ′

f

)
, λ334 = cotθp

2a f
,

λ113 =λ123 =λ132 =λ133 =λ213 =λ223 =λ233 =λ314 =λ324 = 0;

ferner ist wegen der Antisymmetrie (A.1) ∀a, b = 1, . . . , 4

λaba = 0.
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Damit folgt mit (A.3)

γ311 = 1
2 (λ311 −λ113 +λ131) =−λ133 = 0,

γ314 = 1
2 (λ314 −λ143 +λ431) =−λ143 =−λ134 =− 1p

2a

(
ȧ

a
+ f ′

f

)
,

γ211 = 1
2 (λ211 −λ112 +λ121) =−λ112 = ȧp

2a2
,

γ341 = 1
2 (λ341 −λ413 +λ134) = 1

2 (−λ134 +λ314 +λ134) = 0,

γ313 = 1
2 (λ313 −λ133 +λ331) =−λ133 = 0,

γ243 = 1
2 (λ243 −λ432 +λ324) = 1

2 (λ243 +λ234) = 1p
2a

(
ȧ

a
− f ′

f

)
,

γ212 = 1
2 (λ212 −λ122 +λ221) =−λ122 =− ȧp

2a2
,

γ342 = 1
2 (λ342 −λ423 +λ234) = 1

2 (λ234 +λ324 +λ234) = 0,

γ244 = 1
2 (λ244 −λ442 +λ424) = 1

2 (λ233 +λ233) = 0,

γ312 = 1
2 (λ312 −λ123 +λ231) = 1

2 (−λ213 −λ123 −λ132) = 0,

γ214 = 1
2 (λ214 −λ142 +λ421) = 1

2 (λ213 −λ132 −λ123) = 0,

γ344 = 1
2 (λ344 −λ443 +λ434) = 1

2 (−λ334 −λ334) =− cotθp
2a f

,

γ242 = 1
2 (λ242 −λ422 +λ224) =λ223 = 0,

γ241 = 1
2 (λ241 −λ412 +λ124) = 1

2 (−λ132 +λ213 +λ123) = 0,

γ213 = 1
2 (λ213 −λ132 +λ321) =−1

2λ123 = 0,

γ343 = 1
2 (λ343 −λ433 +λ334) =λ334 = cotθp

2a f
.

Mit (1.57) folgt daher (3.25).

A.2 Thermodynamik Schwarzer Löcher und Superradianz

Es sei die Kerr-Newman-Raumzeit aus Kapitel 3 gegeben. Für einen Beobachter »im Unend-
lichen«, d.h. für r → ∞, strebt die Kerr-Newman-Metrik asymptotisch gegen die Metrik des
(flachen) Minkowski-Raums in Polarkoordinaten,

ds2 = dt 2 − dr 2 − r 2(dθ2 + sin2θdϕ2).

Daher ist Kerr-Newmans Schwarzes Loch eine asymptotisch flache Raumzeit, siehe z.B. [26].
Man sieht sofort, daß die Metrik (3.5) neben den Singularitäten r = r± (3.7) eine weitere

für ρ = 0 aufweist, d.h. genau dann, wenn{
r = 0, für a = 0,
r = 0, u = π

2 für a 6= 0.

Mit Hilfe der Komponenten des Riemann-Tensors der Metrik (3.5) [11, Gl. (142) p. 291] er-
kennt man, daß die Krümmung für r →∞ gegen unendlich geht. Wie man mit asymptotisch
cartesischen Koordinaten erkennen kann, ist diese Singularität nicht punktförmig, sondern hat
die Gestalt eines Ringes, der nur in der Schwarzschild-Metrik zu einem Punkt degeneriert [11,
p. 306ff].

Da die Kerr-Newman-Raumzeit stationär und axialsymmetrisch ist, also ∂t und ∂ϕ Kil-
lingfelder sind, s. [10] und [31], ist ein Beobachter, der sich längs einer Weltlinie r = const,

50



θ = const mit uniformer Winkelgeschwindigkeit Ω bewegt, ein stationärer Beobachter. Seine
Winkelgeschwindigkeit, die im Unendlichen gemessen wird, ist

Ω=Ω(r,θ) = dϕ

dt
= ϕ̇

ṫ
.

(˙ bezeichne die Ableitung nach einem Bewegungsparameter τ, z.B. der Eigenzeit des Be-
obachters). Das Vektorfeld eines stationären Beobachters ist proportional zu ∂t +Ω∂ϕ. Die
Bedingung, daß dies Vektorfeld zeitartig ist, d. h.

g(∂t +Ω∂ϕ, ∂t +Ω∂ϕ) = g t t +2Ωg tϕ+Ω2gϕϕ > 0

impliziert
Ωmin <Ω<Ωmax

mit
Ωmin = Ω̄−

√
Ω̄− g t t /gϕϕ , Ωmax = Ω̄+

√
Ω̄− g t t /gϕϕ ,

wobei

Ω̄= (2Mr −Q2)a

Σ
=− g tϕ

gϕϕ
.

Sei ohne Beschränkung der Allgemeinheit a = 0 (wende sonst die folgende Überlegung einfach
auf Ωmax statt auf Ωmin an). Es gilt mit (3.7) im Außenraum r > r+

Ωmin = 0 ⇔ g t t 5 0 (gϕϕ < 0 ∀r > 0) ⇔ r = re . (A.4)

Somit ist die Hyperfläche r = re die Grenze, innerhalb der es keine (bezüglich einer Beobach-
terin im Unendlichen) statischen kausalen Teilchen mehr geben kann. Ein kausales Teilchen
in der Ergosphäre muß also um die Symmetrieachse θ = 0 rotieren, es wird von der Rotation
des Lochs gewissermaßen mitgezerrt. In der Literatur wird dieses Phänomen dragging of the
inertial frames oder Thirring-Lense-Effekt genannt.

Es gilt Ωmin =Ωmax = Ω̄⇔ Ω̄= g t t /gϕϕ ⇔ g t t gϕϕ = g 2
tϕ; mit den Identitäten

ρρ̄−2Mr +Q2 = ∆−a2 sin2θ,

2Mr −Q2 = r 2 +a2 −∆,

und multipliziert mit ρ2ρ̄2 sin−2θ ist dies äquivalent zu

−(∆−a2 sin2θ)
((

r 2 +a2)2 −a2 sin2θ
)
= a2 sin2θ

(
r 2 +a2 −∆)

⇔ 0 = ∆
((

r 2 +a2
)2 −2a2 sin2θ(r 2 +a2)+a4 sin4θ

)
= ∆(

r 2 +a2 −a2 sin2θ
)2 =∆ρ2ρ̄2;

dies ist aber äqivalent zu ∆= 0. Mit anderen Worten kann auf dem Ereignishorizont r = r+ ein
kausales Teilchen nur noch mit der Winkelgeschwindigkeit

ΩH := a (2Mr −Q2)

(r 2++a2)2

rotieren. Mit (3.7) folgt r 2+ = (M 2 +
√

M 2 −Q2 −a2)2 = 2Mr+−Q2 −a2, d.h.

r 2
++a2 = 2Mr+−Q2.

Also gilt
ΩH = a

r 2++a2
. (A.5)
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Diese Konstante ist die im Unendlichen gemessene Winkelgeschwindigkeit des Schwarzen
Lochs.

Bilden wir die auf den Hyperflächen r = const induzierte Kerr-Newman-Metrik (3.5) mit
dr = 0 und gehen auf den Horizont über, r → r+, so erreichen wir

ds2
∣∣
r=const→r+ =−Σ+ sin2θ

ρ+ρ̄+

(
dϕ+ (2Mr+−Q2) a

Σ+
dt

)2

−ρ+ρ̄+ dθ2

mit ρ+ = r++ ia cosθ, Σ+ = (r 2++a2)2. Mit Σ+ = (2Mr+−Q2) folgt

ds2
∣∣
r=const→r+ =− (2Mr+−Q2)2

ρ+ρ̄+
sin2θ

(
dϕ+ΩH dt

)2 −ρ+ρ̄+ dθ2.

Damit folgt für jeden Schnitt dt = 0, also t = f (θ,ϕ) = const für eine stetig partiell differen-
zierbare Funktion f mit der Periode 2π in ϕ, das Oberflächenelement

η2 = |ρ+| dθ∧ 2Mr+−Q2

|ρ+|
sinθ dϕ= (2Mr+−Q2)sinθ dθ∧ dϕ

(Anders ausgedrückt: η2 = p
gθθgϕϕ dθ∧ dϕ). Das heißt für die Oberfläche des Schwarzen

Lochs

A =
π∫

θ=0

2π∫
ϕ=0

η2 = (2Mr+−Q2)

π∫
θ=0

sinθdθ

2π∫
ϕ=0

dϕ = 4π (2Mr+−Q2) = 4π (r 2
++a2).

Da A unabhängig von dem Schnitt dt = dr = 0 ist und nur von den drei Parametern M , a und
Q abhängt, ist die Oberfläche eine charakteristische Größe des Schwarzen Lochs [11, p. 317],
[49, p. 274].

Hawkings Oberflächensatz. Unter den beiden Voraussetzungen:

(i) die schwache Energiebedingung gilt, d. h. für die Energiedichte T00 ist in allen Bezugs-
systemen T00 = 0;

(ii) es gibt keine nackten Singularitäten (Kosmische Zensur);

folgt, daß die Gesamtoberfläche eines Systems von endlich vielen schwarzen Löchern im Laufe
der Zeit nicht kleiner werden kann.

Speziell für ein einzelnes schwarzes Loch gilt also, daß die Oberfläche eines schwarzen
Lochs durch keinen Prozeß, der die schwache Energiebedingung erfüllt, verkleinert werden
kann; es gilt also immer

dA

dt
= 0.

Beweis. Ein Beweis ist in [26, p. 318].

A.2.1 Thermodynamik schwarzer Löcher

Mit Hawkings Oberflächensatz liegt es nahe, die Oberfläche eines schwarzen Lochs mit der
Entropie in Beziehung zu setzen. In der Tat definierte Bekenstein [6] die Entropie eines schwar-
zen Lochs durch Sbh = ln2

8π A, oder in konventionellen Einheiten

Sbh = kc3

8πħG
A ≈ 1,46 ·1048 erg

K cm2 ,

52



wobei k die Boltzmann-Konstante und G Newtons Gravitationskonstante ist. Analog der klas-
sischen Thermodynamik lassen sich vier Hauptsätze der Thermodynamik schwarzer Löcher
aufstellen [3, 25]:

Erster Hauptsatz.
dM =ΘdA+ΩH dJ +ΦdQ.

Hierbei ist Θ = ħκ
2πkc ≈ 10−6(M¯/M) K die Temperatur des schwarzen Lochs mit der Oberflä-

chenschwerkraft (surface gravity)

κ= r+−M

4(r 2++a2)
,

(M¯: Masse der Sonne), und

Φ= Qr+
r 2++a2

.

Siehe [25, Gl. (2)–(6)] für die Angabe der Größen in konventionellen Einheiten.

Zweiter (verallgemeinerter) Hauptsatz [25].

dS + 1
4 dA = 0,

wobei S die Entropie der Materie außerhalb der schwarzen Löcher ist, und A die Summe der
Flächeninhalte aller Ereignishorizonte.

Nullter Hauptsatz. Die Temperatur Θ∼ κ ist konstant auf dem Horizont.

Dritter Hauptsatz. Es gilt immer κ> 0, und kein endlicher Prozeß kann die Temperatur auf
Θ= κ= 0 bringen.

Setzen wir nun im Fall einer Kerr-Newman-Raumzeit

Mirr :=
√

A

16π
= 1

2

√
r 2++a2 = 1

2

√
2Mr+−Q2.

Stellen wir diese Gleichung um, so erhalten wir1

M 2 =
(

Mirr + Q2

4Mirr

)2

+ a2M 2

4M 2
irr

.

Der Term Q2/4Mirr ist als elektromagnetische Selbstenergie auffaßbar, und a2M 2/4M 2
irr als

Rotationsenergie. Nach Hawkings Oberflächensatz gilt

dMirr = 0,

weswegen Mirr irreduzible Masse des schwarzen Lochs heißt. Sie kann nicht abnehmen, wenn
das schwarzes Loch mit Strahlung oder Materie wechselwirkt. Für ein Schwarzschildsches
Loch mit a = Q = 0 ist Mirr = M . Die maximale Energie, die aus der Rotation eines ungela-
denen schwarzen Lochs, d.h. bei Q = 0 6= a, gewonnen werden kann, ist ∆M = M −Mirr, also
(a2 5 M 2)

∆M
M = 1− 1p

2

√
1+

p
1−a2/M 2 5 1− 1p

2
≈ 0,293.

1Es gilt
(
Mirr + Q2

4Mirr

)2
+ a2M 2

4M 2
irr

= (2M 2
irr+Q2)2

4M 2
irr

+ a2M 2

4M 2
irr

= M 2r 2++M 2a2

4M 2
irr

= M2 r 2++a2

4M 2
irr

= M2.
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A.2.2 Superradianz als Folge des Oberflächensatzes

Entsprechend dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik schwarzer Löcher gilt mit Q = 0,
r+−M = 1

2

p
M 2 −a2 und J = aM

ΘdA = 8π

M
p

M 2 −a2
(2M 2r+ dM + J dJ ).

Ein Strahlungsfeld ψ= R(r )S(θ)ei(ωt+mϕ) hat im Koordinatensystem des asymptotischen Be-
obachters am Horizont die Energie E = Im( 1

ψ
∂ψ
∂t ) =ω= 0 und den Drehimpuls L = Im( 1

ψ
∂ψ
∂ϕ ) =

m, und mit dM = E und dJ =−L (minus, da dJ sich auf die Änderung des Drehimpulses des
schwarzen Lochs bezieht, und nicht auf die des Feldes; vgl. [11, p. 524]) gilt

dJ =−m

ω
dM .

Aus dem Energiesatz folgt daher

ΘdA = 16πp
M 2 −a2

(
1+ m

ω
ΩH

)
dM .

Mit dem Oberflächensatz dA 0 schließen wir sofort

ω<−mΩH ⇐⇒ dM < 0.

Unter der Voraussetzung ω < −mΩH extrahiert ein monochromatisches Wellenfeld Energie
aus dem schwarzen Loch, solange das Feld der schwachen Energiebedingung genügt.

A.3 Der Penrose-Prozeß

Eine wesentliche Eigenschaft der Kerr-Newman-Raumzeit in den Boyer-Lindquist-Koordina-
ten (t ,r,θ,ϕ) ist, daß die Koordinaten t und ϕ zyklisch sind [2], daß also die kanonisch kon-
jugierten Impulse pt und pϕ erhalten bleiben. Sie werden Energie und Drehimpuls genannt
(entsprechend den beiden Symmetrien der Raumzeit, Stationarität und Axialsymmetrie, s.o.).
Innerhalb der Ergosphäre, r < re , vgl. (A.4), ist das Vektorfeld ∂/∂t raumartig:

g
( ∂
∂t

)
= g t t < 0.

Man stelle sich nun folgendes Szenario vor: Ein (zeitartiges) Teilchen mit dem Viererimpuls
p = (pt , pr , pθ, pϕ), g(p,p) > 0, spalte sich in der Ergosphäre in zwei Teilchen mit den Viere-
rimpulsen p(1) und p(2). Da die Energie-Impuls-Erhaltung erfüllt sein muß, gilt allgemein

p= p(1) +p(2).

Nun ist es aber durchaus möglich, daß für den Viererimpuls p(1), der ein zeitartiges zukunftsge-
richtetes Vektorfeld ist, das Skalarprodukt mit dem in der Ergosphäre raumartigen Vektorfeld
∂/∂t negativ ist, d. h. (

p(1),
∂

∂t

)∣∣∣∣
r<re

< 0.

Da andererseits gilt (
p(1),

∂

∂t

)
= p(1)

t = E (1),

kann das abgespaltete Teilchen (1) also negative Energie haben. Mit der Eigenschaft
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Ergosphäre

p(1)

p(2)

p

Abbildung A.1: Der Penrose-Prozeß.

0 <
(
p,
∂

∂t

)
=

(
p(1),

∂

∂t

)
+

(
p(2),

∂

∂t

)
,

also E = E (1) +E (2), folgt dann

E < E (2).

Mit einem derartigen Abspaltungsprozeß kann man also Energie aus dem Schwarzen Loch
extrahieren. Notwendige Bedingung ist, daß die Ergosphäre überhaupt existiert, also re > r+
gilt. Dies ist mit (3.2) und (A.4) äquivalent der Bedingung

a2 cos2θ < a2.

Insbesondere ist also a 6= 0: Das Schwarze Loch muß rotieren, damit der Penrose-Prozeß statt-
finden kann. Misner, Thorne und Wheeler [37, pp. 907] zeigen für ein Teilchen mit Energie E ,
Drehimpuls L und Ladung e, daß für die minimale Energie, die das Teilchen haben muß, um
den Ereignishorizont überqueren zu können,

Emin = Lz a +eQr+
r 2++a2

gilt. Dies ist im Einklang mit dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik schwarzer Löcher.
Für einen Außenraumbeobachter ist Emin gleichzeitig der minimale Energieverlust. Da der
maximale Energiegewinn Es = E (2) −E gerade der minimale Verlust ist, das heißt ∆E =−Emin,
folgt

Es = Lz a +eQr+
r 2++a2

.

Damit der Energiegewinn E positiv sein kann, E > 0, d. h. damit ein Teilchen negative Energie
−E haben kann, muß insbesondere die Bedingung Lz a+eQr < 0 erfüllt sein; das Teilchen muß
genügend großen, dem Schwarzen Loch entgegengesetzten Drehimpuls oder genügend große
entgegengesetzte Ladung besitzen.

Mit anderen Worten: Mit einem (für einen Beobachter im Unendlichen) Energiegewinn
der Größe E > 0 durch den Penrose-Prozeß verringert sich die Masse des Schwarzen Lochs um
den Wert dM =−E ; gleichzeitig nimmt der Drehimpuls des Lochs mit dJ =−Lz und/oder die
Ladung mit dQ =−e ab (vgl. [37, pp. 904–907] und [11, pp. 373–375]).
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A.4 Teukolskys Herleitung der Superradianz für die Kerr-
Raumzeit (Q = 0)

Sei s ∈ {0,±1
2 ,±1,±2}. Dann heißt der hyperbolische Differentialoperator

Ls :=
(

r 2 +a2

∆
−a2 sin2θ

)
∂2

∂t 2 + 4aMr

∆

∂2

∂t∂ϕ
+

(
a2

∆
− 1

sin2θ

)
∂2

∂ϕ2

−∆−s ∂

∂r

(
∆s+1 ∂

∂r

)
− 1

sinθ

∂

∂θ

(
sinθ

∂

∂θ

)
−2s

(
M(r 2 −a2)

∆
− r − ia cosθ

)
∂

∂t

−2s

(
a(r −M)

∆
− ia cosθ

sin2θ

)
∂

∂ϕ
+ s2 cot2θ− s

Teukolsky-Operator mit Spin s. Teukolsky [55] gelang es zu zeigen, daß die Differentialglei-
chung Lsψ = 0 die Wellengleichung für ein quellenfreies Feld mit Spin s im Außenraum des
Kerrschen Schwarzen Loches (Q = 0) darstellt, d.h. für s = 0 ein skalares Testfeld, für s =±1

2
ein Neutrino-Testfeld, für s =±1 ein elektromagnetisches Testfeld, und für s =±2 eine gravi-
tative Störung der Metrik. Siehe auch [18].

Sei nun die Transformation der radialen Variablen r∗ : (r+,∞) →R, r 7→ r∗,

r∗(r ) := r + 2Mr+
r+− r−

ln

(
r

r+−1

)
− 2Mr−

r+− r−
ln

(
r

r−−1

)
gegeben. Es gilt

dr∗
dr

= r 2 +a2

∆
,

sowie
r∗ −−→r→∞

2Mr+
r+− r−

ln(r − r+) .

Für die Schwarzschild-Raumzeit mit a = 0 folgt wegen r+ = 2M und r− = 0 nach Grenzwert-
betrachtung (x · ln(1/x) −→x→0 0)

r∗ = r +2M ln
( r

2M
−1

)
.

Sei K : (r+,∞) →R eine Funktion der radialen Variablen,

K = Kω,m;a(r ) = (r 2 +a2)ω+am. (A.6)

Eine wichtige Eigenschaft der Kerr-Raumzeit besteht nun darin, daß die Spinwellenglei-
chungen separierbar sind. Sei Sei s ∈ {0,±1

2 ,±1,±2}. Dann wird ein quellenfreies Spin-s-Feld
mit der Frequenz ω ∈ R+ und dem Drehimpuls m ∈Z in der Kerr-Raumzeit durch die Wellen-
funktion

ψ(t ,r,θ,ϕ) = ei(ωt+mϕ)Rs(r )Ss(θ)

beschrieben. Dabei genügen die Funktionen Ss : [0,π] → R der gewöhnlichen Differentialglei-
chung (λ ist die Separationskonstante)

1

sinθ

d

dθ

(
sinθ

dSs

dθ

)
+

(
λ−2aωm −a2ω2 sin2θ+2aωs cosθ− (m + s cotθ)2

sin2θ
−|s|

)
Ss = 0.
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Mit den Randbedingungen, daß Ss bei θ = 0 und θ = π regulär ist, und mit der Normierung∫
S sinθdθ = 1 ist dies ein Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem, und die allgemeine Lö-

sung läßt sich durch Eigenfunktionen S(m,aω,s)
l entwickeln, die Verallgemeinerungen der Ku-

gelflächenfunktionen darstellen (spheroidal spin-weighted functions), vgl. [11] oder [55].
Für die Radialfunktionen Rs : (r+,∞) → R gilt mit den Bezeichnungen P|s| := ∆|s|R|s| und

P−|s| := R−|s|
TsPs = 0.

Hierbei ist der Operator Ts definiert durch

Ts = d2

dr 2∗
+ gs

d

dr∗
+ fs

mit

fs := K 2 +2i(r −M)K

(r 2 +a2)2 − (4isωr −λ)
∆

(r 2 +a2)2

= ω2 + 2amω

r 2 +a2 + a2m2 −λ∆
(r 2 +a2)2

− 2is

(r 2 +a2)2

(
2ωr∆−ω(r 2 +a2)(r −M)−am(r −M)

)
und

gs := 2
(1−|s|)r∆−|s|M(r 2 +a2)

(r 2 +a2)2

= 2r

r 2 +a2 − 2|s|(r −M)

r 2 +a2 − 4Mr 2

(r 2 +a2)2 .

Die Funktionen Ps und Ss heißen Teukolsky-Funktionen.

Bemerkung. Der Operator Ts ist konjugiert komplex zu T−s , dem Radialoperator für Wellen
mit Spin −s, d. h. es gilt

T−sP−s = T̄sPs = 0.

Allgemein läßt sich eine lineare gewöhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

ψ′′+ g (x)ψ′+ f (x)ψ= h(x) (A.7)

wobei f (x), g (x), h(x) stetige komplexwertige Funktionen auf einem beschränkten oder unbe-
schränkten Intervall I sind und g (x) stetig differenzierbar ist, durch die Transformation ψ 7→ u,
die durch

ψ= u exp

−1

2

x∫
x0

g (ξ)dξ

 (A.8)

mit einem beliebigen x0 ∈ I gegeben ist, durch einfaches Einsetzen in (A.7) auf die Gestalt

u′′+
(

f (x)− g 2(x)

4
− g ′(x)

2

)
u = h(x)exp

1

2

x∫
x0

g (ξ)dξ


bringen (vgl. z. B. [23, p. 323]).
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Lemma A.1. Gegeben sei der Operator

As := d2

dr 2∗
+qs , wobei qs = fs −

g 2
s

4
− 1

2

dgs

dr∗
.

Mit der Transformation
us := Ps∆

−|s|/2(r 2 +a2)1/2

ist dann die Teukolsky-Gleichung TsPs = 0 äquivalent zu Asus = 0.

Beweis. Zunächst ist∫
gs dr∗ =

∫
gs

r 2 +a2

∆
dr =

∫
2r

∆
dr −|s|

∫
2(r −M)

∆
dr −4M

∫
r 2 dr

(r 2 +a2)∆
.

Einerseits erreicht man durch Partialbruchzerlegung∫
2r

∆
dr = 2

r+− r−

(
r+ ln(r − r+)− r− ln(r − r−)

)
und ∫

r 2 dr

(r 2 +a2)∆
= 1

4M

(
ln(r 2 +a2)+ 2

r+− r−

(
r+ ln(r − r+)− r− ln(r − r−)

))
,

andererseits sieht man sofort ∫
2(r −M)

∆
dr = ln∆.

Damit folgt

exp
(1

2

∫
gs dr∗

)
=∆|s|/2(r 2 +a2)1/2,

und mit (A.8) folgt daraus die Behauptung.

Bemerkung A.2. Die Funktion qs verhält sich am Horizont, d. h. für r∗ →−∞, und im Un-
endlichen, r∗ →+∞, folgendermaßen:

qs −−−→r∗→−∞

(
ω+ am

r 2++a2
− is(r+−M)

r 2++a2

)2

+o(r − r+)

qs −−−→r∗→+∞ ω2 − 2isω

r
+o(r−2)

Beweis. Zunächst gilt

(r 2
++a2)2 = (2Mr+−2a2)2 = 4(M 2r 2

+−2Mr+a2 +a4)

= 4
(
M 2r 2

+−a2(2Mr+−a2)
)= 4(M 2 −a2)r 2

+;

andererseits ist aber (r+−M)2 = M 2 −a2, d. h.

(r 2
+−a2)2 = 4r 2

+(r+−M)2.

Daher gilt für gs

g 2
s −−−→r∗→−∞

4|s|2M 2(r 2+−a2)2

(r 2++a2)4
+o(r − r+) = 4s2(r+−M)2

(r 2++a2)2
+o(r − r+).

Damit folgt sofort das asymptotische Verhalten von qs am Horizont.
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Satz A.3. Sei us Lösung von Asus = 0, und seien

k := ω+ am

r 2++a2
=ω+mΩH = K (r+)

r++a2 , (A.9)

γ := s(r+−M)

r 2++a2
= s

p
M 2 −a2

2Mr+
. (A.10)

Dann gilt für das asymptotische Verhalten von us

us −−−→r∗→+∞ Ainr s
∗ e−iωr∗ +Aoutr

−s
∗ eiωr∗

us −−−→r∗→−∞ Bin e−ikr∗−γr∗ +Bout eikr∗+γr∗ , (A.11)

mit den Amplituden Ain, Aout, Bin, Bout ∈ C. Wegen r+− r− = 2
p

M 2 −a2 folgt lim
r∗→−∞ e±γr∗

= lim
r→r+

e±s/2ln∆ = ∆±s/2, also

us −−−→r∗→−∞ Bin∆
−s/2 e−ikr∗ +Bout∆

s/2 eikr∗ .

Bemerkung A.4. Wegen

R|s| =∆|s|P|s| =∆−|s|/2(r 2 +a2)−1/2u|s|, R−|s| = P−|s| =∆|s|/2(r 2 +a2)−1/2u−|s|

gilt für alle s ∈Z
Rs =∆−s/2(r 2 +a2)−1/2us .

Damit folgt für das asymptotische Verhalten von Rs

Rs −−−→r∗→+∞ Ain
e−iωr∗

r
+Aout

eiωr∗

r 2s+1 ,

Rs −−−→r∗→−∞ Bin∆
−s e−ikr∗ +Bout eikr∗ .

Die Randbedingungen am Horizont erfordern eine gesonderte Behandlung. Betrachten
wir zu diesem Zweck den Wellen-Vierervektor k j = Im( 1

ψ∂ jψ) einer Welle ψ in der Kerr-
Raumzeit,

k j =
(
ω,

r 2 +a2

∆
Im

( 1

us

dus

dr∗

)
,k3,m

)
.

Es folgt für die Komponenten k(a) bzgl. des Minkowski-Vierbeins (1.22) mit (A.6)

∆T j k j = ∆p
2

(l j +n j )k j

= 1
2

((
r 2 +a2

)
ω± (

r 2 +a2
)

k +am + ∆
ρρ̄

((
r 2 +a2

)
ω+am

)∓ (
r 2 +a2

)
k
)

−−−→r∗→+∞
1
2 K (r+)

und entsprechend

∆Z j k j = ∆p
2

(l j −n j )k j −−−→r∗→+∞
(1

2 K (r+)± (
r 2 +a2

)
k
)

,

sowie ∆X j k j =∆Y j k j → 0. Damit gilt also am Horizont r → r+

k(a) = (T j k j , X j k j ,Y j k j , Z j k j ) −−−→r→r+
1

2∆

(
K (r+),0,0,K (r+)±2

(
r 2++a2

)
k
)

.

Da dies eine lichtartige Welle darstellen soll, muß notwendig η(a)(b)k(a)k(b) = 0 gelten, d.h.

|K (r+)| = |K (r+)±2(r 2
++a2)k|, also ± (r 2

++a2)k =−K (r+).

Mit (A.9) kann daher nur das untere Vorzeichen gelten. Daher lautet die allgemeine Lösung
der Radialgleichung am Horizont

us −−−→r∗→−∞ Bin e−ikr∗ .

Vgl. dies mit der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung im flachen Fall [50, p. 172].
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Satz A.5. Für eine Welle in der Kerr-Raumzeit mit der Frequenz ω und dem Drehimpuls m
gilt das Erhaltungsgesetz

|Aout|2 = |Ain|2 − k

ω
|Bin|2.

Beweis. Sei us Lösung der Gleichung Asus = 0 mit dem asymptotischen Verhalten

us −−−→r∗→+∞ Ainr s
∗ e−iωr∗ +Aoutr

−s
∗ eiωr∗

us −−−→r∗→−∞ Bin e−ikr∗ .

Sei ferner v−s eine Lösung von Asu = 0 mit dem asymptotischen Verhalten

v−s −−−→r∗→+∞ Aoutr
−s
∗ e−iωr∗ +Ainr s

∗ eiωr∗

v−s −−−→r∗→−∞ Bin e−ikr∗ .

Aus A−s v−s = Ās v−s folgt As v̄−s = 0, d.h. v̄−s ist eine Welle mit Spin +s (die allerdings wegen
ihres Verhaltens am Horizont, r∗ →−∞, natürlich physikalisch nicht realisiert ist, Bin ist jetzt
die Amplitude einer auslaufenden Welle!). Für die Wronski-Determinante der beiden Lösungen
us und v̄−s gilt asymptotisch

[us , v̄−s] −−−→r∗→+∞ iω(|Aout|2 −|Ain|2)

−−−→r∗→−∞ −ik|Bin|2.

Da die Wronski-Determinante für eine Gleichung der Form u′′+qu jedoch konstant ist, folgt
sofort die Behauptung.

Korollar. Für Wellen mit
0 <ω<−mΩH

gilt mit (A.9) k < 0, d.h. mit Satz A.5

|Aout|2 > |Ain|2.

A.5 Spin-Strukturen über Raumzeiten

Sei (M ,g) eine zusammenhängende Raumzeit, und sei (E(M , p,M ;O(1,3)) das Bündel der
pseudoorthogonalen 4-Beine über (M ,g). Dann gilt: (M ,g) ist genau dann raum- und zei-
torientierbar, wenn E vier Zusammenhangskomponenten hat + und sich auf die Untergruppe
SO+(1,3) reduzieren läßt; der Totalraum dieser Reduktion ist zusammenhängend, vgl. [4], auch
bezüglich der Verallgemeinerung auf n-dimensionale pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten.

Seien (M ,g) eine raum- und zeitorientierbare Raumzeit und Λ : SL(2,C) → SO+(1,3) die
zweifache Überlagerung (1.30). Sei weiter f : Q → E(M ) eine differenzierbare Abbildung,
und sei (Q, q,M ;SL(2,C)) ein differenzierbares Prinzipalbündel. Das Paar (Q, f ) heißt Spin-
Struktur von (M ,g), wenn (Q, f ) eine Λ-Reduktion von E(M ) ist, d.h. wenn das Diagramm

Q ×SL(2,C)
Ψ−→ Q

↓ f ×Λ ↓ ↘q

E(M )×SO+(1,3)
Φ−→ E(M )

p−→ M

kommutiert, wobei Ψ und Φ die Rechtswirkung der Gruppen SL(2,C) und SO+(1,3) auf den
Totalräumen Q und E(M ) bezeichnen.
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Man kann zeigen, daß alle raum- und zeitorientierbaren offenen Raumzeiten genau dann
eine Spin-Struktur besitzen, wenn sie parallelisierbar sind [20]; insbesondere sind dies global
hyperbolische Raumzeiten sowie eine Reihe bekannter kosmologischer Modelle [21]. Allge-
mein hat eine raum- und zeitorientierbare pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit genau dann
eine Spin-Struktur, wenn ihre zweite Stiefel-Whitney-Klasse verschwindet [7]. Es ist zu bemer-
ken, daß im Gegensatz zu dem Fall der geschlossenen Riemannschen Raumzeiten bei nichtori-
entierbaren pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten die Eigenschaft, eine Spin-Struktur zu
besitzen, nicht ausschließlich durch die topologische Struktur der Mannigfaltigkeit bestimmt
ist; sie kann von der Metrik abhängen [4, p. 78].

Sei schließlich Spin(M ,g) die Menge aller Isomorphieklassen von Spin-Strukturen von
(M ,g), wobei zwei Spin-Strukturen (Q, f ) und (Q ′, f ) isomorph sind, wenn ein Isomorphismus
F : Q →Q ′ existiert, so daß das Diagramm

Q
F−→ Q

f ↘ ↓f ′

E(M )

kommutuiert. Dann gilt
Spin(M ,g) ∼= H 1(M ,Z2),

s. [4, p. 94]. Insbesondere besitzt eine einfach zusammenhängende Raumzeit höchstens eine
Spin-Struktur. Sie besitzt genau eine, wenn ihre zweite Stiefel-Whitney-Klasse verschwindet
[4, p. 98].
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