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Einleitung

»Die Anschauungen iiber Raum und Zeit, die ich Ihnen entwickeln mochte, sind auf experi-
mentell-physikalischem Boden erwachsen. Darin liegt ihre Stirke. Ihre Tendenz ist eine radi-
kale. Von Stund’ an sollen Raum fiir sich und Zeit fiir sich vollig zu Schatten herabsinken und
nur noch eine Art Union der beiden soll Selbstidndigkeit bewahren.« Als Hermann Minkowski
[36] mit diesen Worten seinen berithmten Vortrag »Raum und Zeit« am 21. September 1908 in
Koln einleitete, wullte noch niemand, dal3 er durch seine neue geometrische Betrachtungsweise
bereits den Keim der Allgemeinen Relativitit Einsteins entwickelt hatte. In der Allgemeinen
Relativitdt wird die Raumzeit durch eine vierdimensionale (parakompakte glatte) Mannigfal-
tigkeit .# beschrieben, die mit einem metrischen Tensor g der Signatur —2, d.h. (+,—,—,-),
versehen ist.

Gerade wegen der » Art Union« von Raum und Zeit haben funktionalanalytische Methoden
bisher recht spirlich Anwendung im Rahmen der Allgemeinen Relativitit gefunden, im Gegen-
satz z.B. zum Fall der Riemannschen Mannigfaltigkeiten mit positiv definiter Metrik. Die vor-
liegende Arbeit gibt jedoch hinreichende Kriterien an, fiir die die aus der Speziellen Relativitit
wohlbekannten unquantisierten Spinwellengleichungen des Dirac-, Weyl- und Maxwellfeldes,
umgeschrieben als Evolutionsgleichungen, in die gekriimmte Welt »hiniibergerettet« werden
konnen:

(i) Die vierdimensionale offene Mannigfaltigkeit .# ist parallelisierbar; dies sichert die
globale Existenz von Spinoren.

(i) Die zeitartige kontravariante Komponente des metrischen Tensors ist positiv fiir alle
Punkte der zu betrachtenden Karte (% ,¢), % < .#, ¢ :% — U cR*, d.h. es gilt

W >0 Vxew.

Dies ist nicht dquivalent zu der in diesem Zusammenhang iiblichen Voraussetzung
goo(x) > 0, wie bereits das Beispiel der Ergosphére der Kerr-Newman-Raumzeit zeigt,
vgl. Gleichung (3.7) und Lemma 3.1. Diese Bedingung ist allerdings unter physikalisch
sehr plausiblen Voraussetzungen erfiillt, wie Lemma 2.4 zeigt.

(iii) Die Hyperfliche
U, = (x0 =ct= const,xl,xl,x3)
der Kartenumgebung U = ¢ (%) ist zusammenhéngend.

Mit (i), (ii), und (iii) lassen sich die Spinwellengleichungen fiir n € {2,3,4} umschreiben zu
einer Evolutionsgleichung der Form

9 ——iava +p
Frid ax VTPV

mit den vier komplexen (n x n)-Matrizen a"(t,x), v = 1, 2, 3, p(t,x) fir v € CSO(U[,CE”).
Bezeichnen wir fiir s = "T_l die Operatoren auf der rechten Seite mit L', so ist A:= L) der
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Dirac-, L) der Weyl- und LV der Maxwell-Operator, und es gilt dy/dt = L. Fiir jedes ¢
bildet C3°(Uy,C™) mit dem Skalarprodukt

(P, p)s =f ¢* - /gdx! A dx® A dx®,
U;

g = |det(g;;)|, einen Prihilbertraum. In einer gekriimmten Raumzeit sind die Matrizen a”
(v=1,2,3) i.a. nicht Hermitesch und bilden damit kein symmetrisches hyperbolisches System
nach Friedrichs [38, §6]. In diesen Prihilbertraumen lassen sich die Realteile Re (w,L(S)w) s
abschitzen, die in gekriimmten Raumzeiten nicht verschwinden wie in der flachen Minkowski-
Welt. Diese Abschitzungen gelingen im wesentlichen, da fiir jedes v = 1,2,3 die Matrix a" als
Produkt von zwei Hermiteschen Matrizen dargestellt werden kann. Da nun fiir die durch das

Skalarprodukt (:,-)s induzierte Norm |- ||, die Energienorm, die Beziehung % ||u/||2 = (%l;,u/) +
N
0 0 .
(1//, %’)s = 2Re (a—ut/,u/)s gilt, folgt

0
2yl =2Re (u,L%y),.

Als erstes bemerkenswertes Resultat dieser Betrachtungen ergibt sich, daf fiir die Kerr-
Newman-Raumzeit, d.h. einem geladenen rotierenden schwarzen Loch, sowohl der Dirac-
als auch der Weyl-Operator dissipativ ist, d.h. Re (1//,L(5)1//) s = 0 gilt, wihrend der Realteil
des Maxwell-Operators lediglich durch eine nichtnegative obere Schranke abgeschitzt wer-
den kann, die dann und nur dann verschwindet, wenn das schwarze Loch nicht rotiert, Ko-
rollare 3.2, 3.3 und 3.4. Dieses Ergebnis stellt eine Verallgemeinerung fritherer Arbeiten von
Zel’dovich [61] und Teukolsky [55] dar, die fiir elektromagnetische Wellen bestimmter Moden
in der Kerr-Raumzeit einen Verstirkungseffekt, die Superradianz, berechneten, und stimmt mit
den Betrachtungen zur Thermodynamik schwarzer Locher von Hawking [25] iiberein.

AuBerdem ergibt sich, daf} sich die Realteile der Operatoren fiir die Robertson-Walker-
Kosmen, der allgemeinen Klasse nicht-stationédrer rdumlich isotroper Raumzeiten, in einem
expandierenden Universum sdamtlich als dissipativ erweisen, wobei die Schranken der Energie-
norm von der Hubble-Konstanten abhiingen.

Die vorliegende Arbeit ist wie folgt gegliedert. Nach einer Idee von Penrose [44], vgl. auch
[45], wird im ersten Kapitel der vorliegenden Arbeit fiir eine parallelisierbare Mannigfaltigkeit
mit einigen sehr allgemeinen topologischen Voraussetzungen die Metrik g als Konsequenz
der Spin-Struktur hergeleitet. Wesentlich dafiir sind die Infeld-van der Waerden-Symbole, die
bijektiv mit einer (komplexen) Nulltetrade zusammenhingen, und die eine Art Bindeglieder
zwischen der Spinor- und Tensorgeometrie sind.

Im zweiten Kapitel werden mit Hilfe der Infeld-van der Waerden-Symbole die Dirac-,
Weyl- und Maxwell-Gleichungen einer gekriimmten Raumzeit konstruiert. Diese Gleichun-
gen beschreiben jeweils (unquantisierte) Testfelder mit Spin % bzw. 1 in der Mannigfaltigkeit
(A ,g). Sie sind lineare Differentialgleichungen erster Ordnung. Unter der Einschrinkung an
die Koordinaten von .#, dal} die »zeitartigen« kontravarianten Komponenten von g positiv
sind fiir alle Punkte der Karte, g°°(x) > 0, lassen sich die Spinwellengleichungen umschreiben
zu Evolutionsgleichungen. Kern der vorliegenden Arbeit bilden das Lemma 2.8 und die Sitze
2.25, 2.29 und 2.36, mit denen die Realteile der jeweiligen Operatoren abgeschitzt werden
konnen.

Im dritten Kapitel werden die Resultate aus dem vorherigen zunichst auf die Kerr-New-
man-Raumzeit angewendet, die ein elektrisch geladenes rotierendes schwarzes Loch darstellt.
Es zeigt sich das bemerkenswerte Resultat, dal der Dirac- und der Weyl-Operator jeweils dissi-
pativ ist, wihrend der Realteil des Maxwell-Operators lediglich durch eine nichtnegative obere
Schranke abgeschitzt werden kann, die dann und nur dann verschwindet, wenn das schwarze



Loch statisch ist, d.h. nicht rotiert. Dieses Ergebnis ist in voller Ubereinstimmung mit friiheren
Arbeiten von Zel’dovich [61] und Teukolsky [55], die fiir elektromagnetische Wellen bestimm-
ter Moden in der Kerr-Raumzeit einen Verstarkungseffekt, Superradianz, berechneten, und mit
den Betrachtungen der Thermodynamik schwarzer Locher von Hawking [25]. Ferner werden
die Realteile der Operatoren fiir die Robertson-Walker-Kosmen abgeschitzt, die sich in einem
expandierenden Universum sidmtlich als dissipativ erweisen.
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Kapitel 1

Spinoren iiber gekriimmten
Raumzeiten

Dieses Kapitel liefert eine kurze Einfithrung in die Analysis der Spinorfelder iiber einer vierdi-
mensionalen parallelisierbaren Mannigfaltigkeit .# . Es wird ein Spinorbiindel konstruiert, das
mit Hilfe der Infeld-van der Waerden-Symbole, verallgemeinerten Pauli-Matrizen in krummli-
nigen Koordinaten, mit dem Tangentialbiindel verkniipft wird. Insbesondere wird die Lorentz-
Metrik und die Zeit orientierung abgeleitet von den Infeld-van der Waerden-Symbolen. Diese
Idee geht zuriick auf Penrose [44], vgl. auch [45]. SchlieBlich wird das einfache, fiir die Arbeit
jedoch zentrale Lemma 1.29 bewiesen.

1.1 Spinoralgebra

The notion of spinors originates in the observation that a four-vector in Minkowski space can be
represented equally by a Hermitean matrix and that a unimodular transformation in the complex
two-dimensional space induces a Lorentz transformation in the Minkowski space.

Subrahmanyan Chandrasekhar (1983)

Sei .# eine vierdimensionale, parakompakte, offene Ck—Mannigfaltigkeit, ke{2,3,..} [45,
p. 212] oder [1, p. 309]. .# sei ferner zusammenhzngend und parallelisierbar, d.h. es existiert
ein globaler Schnitt des prinzipalen Vierbein-Biindels (principal four-frame bundle)

(E(4), p, #;GL(4,R%)).

Bemerkung 1.1. Die topologischen Einschrankungen an die Mannigfaltigkeit .#, die das Mo-
dell eines allgemeinen Gravitationsfeldes, d.h. eine Raumzeit, darstellen soll, sind physikalisch
plausibel:

(1) (zusammenhingend) Zwischen Punkten (»Ereignissen«) zweier verschiedener Zusam-
menhangskomponenten bestehen keinerlei Wechselwirkungen, sie stellen gewisserma-
Ben zwei voneinander unabhingige »Universen« dar.

(ii) (parakompakt) Die Parakompaktheit einer Mannigfaltigkeit ist hinreichend, um auf ihr
eine Partition der Eins konstruieren und damit Analysis treiben zu kénnen [13, p. 16].

(iii) (offen) Kompakte Raumzeiten besitzen geschlossene zeitartige Kurven, d.h. Zeitmaschi-
nen sind konstruierbar; dies widerspricht jedoch den Konzepten der Kausalitit und des
freien Willens [26].

(iv) (parallelisierbar) Nach Geroch [20] besitzt eine raum- und zeitorientierbare offene
Raumzeit genau dann eine Spin-Struktur, wenn sie parallelisierbar ist.



Folgerung 1.2. Da allgemein ein Prinzipalbiindel trivial ist, wenn ein stetiger Schnitt existiert
[13, pp. 132], ist das Vierbein-Biindel (E(.#), p, . #; GL(4,R*)) trivial,

E(#)= # x GL(4,R).

Ferner impliziert die Parallelisierbarkeit von .# bereits ihre Orientierbarkeit [53].

The bundle of frames is soldered to the base .# whereas in other gauge theories the bundle is rather
loosely connected to .7 .

Andrzej Trautman (1980)

Definition 1.3. Sei x € ./ fest. Sei dann &, = C? ein zweidimensionaler C-Vektorraum mit
einer symplektischen Bilinearform [:,-] : &4 x &, — C, so dal SL(2,C) isometrisch auf S,
wirkt; & heiBt Spinorraum iiber x. Sei weiter & = Uye (X, Sx) = .4 x C?, und damit (&, p,
A, C%; SL(2,0)) ein (triviales) komplexes Vektorraumbiindel, das Spinorbiindel. Die Schnitte
dieses Biindels sind Spinorfelder der Valenz [ §§| oder kontravariante Spinorfelder. Sei &%
der duale Vektorraum von &, und sei (&%, p, .#, C?; SL(2,C)) mit &* = Uye 4 (x,6%) das
duale Spinorbiindel (Cospinorbiindel). Die Schnitte dieses Biindels heilen Spinorfelder der
Valenz [‘1)8] oder kovariante Spinorfelder. Sei {§, {1} eine Basis von Gy, die Spinorbasis

oder Dyade, und sei {¢°, &'} die duale Basis, d.h. es gilt

€488 =84 Ep) = 0"p. (1.1
In diesen Basen kann ein kontravarianter Spinor & bzw. ein kovarianter Spinor x durch
§=¢MC,  bzw. x=xal”

(A =0, 1; es gilt die Summenkonvention) ausgedriickt werden. Sei y := [§y,§;] € C der Wert
des Produkts der Spinorbasis (Es gilt y # 0, sonst wiren §, und &; linear abhingig). Fine
normierte Basis, d.h. y = 1, heillt Spinbein (spin-frame).

Sei § = F(A) = C*(#,C) die Menge der komplexwertigen Skalarfelder oder Spinorfelder
der Valenz [§§ | auf .2

Da & = ./ x C? gilt, ist (x, {§o(x), &1 (x)}) mit & 4: ./ — C* (A=0, 1),
Co(x) = (1,0), Cl(x) = (0’ 1))

bereits ein Ck-Spinbeinfel~d auf .# . Insbesondere existiert also ein globaler Schnitt des prinzi-
palen Spinbein-Biindels (S, p, A, C2; SL(2,0)), mit & = {(x, Tx)| Tx Spinbein}.

Definition 1.4. Sei formal &', der zweidimensionale C-Vektorraum der gestrichenen Spinoren.
Dann definieren wir die komplexe Konjugation eines (ungestrichenen) Spinors als die Abbil-
dung &, — &/, x — &, d.h. in Komponenten

kA= e (1.2)

Umgekehrt ergibt die komplexe Konjugation eines gestrichenen Spinors einen ungestrichenen
[45, p. 106].

Definition 1.5. Seien G} und &' die dualen Rdume von & und &'. Seien weiter {{, {;} und

{fol, fl/} jeweils die Basen von &, und &', und {¢° &'} und {for, fl/} die jeweils dualen
Basen von &3 und &Y. Dann ist ein Spinor der Valenz | 7 ¢ | die C-multilineare Abbildung

* * A 1* ! !
([)€6x®"'®6,£®§x®---®6&®§x®~~~®6§®§x®~"®6%

-~

r-mal s-mal p-mal g-mal



Beziiglich der Basen (¢4, {ZB’ L {Ccts {Z,_'D/} kann ein Spinor der Valenz [ pq ] durch

C;..C,D"..D ~A A B! B’
$=daap. 5P Pigh e ot oo alP el 0l 8l @8l

ausgedriickt werden (die Indizes laufen iiber O und 1 bzw. 0’ und 1). Die Reihenfolge gestri-
chener und ungestrichener Indizes kommutiert nicht im allgemeinen, ebenso nicht diejenige
von Indizes gleichen Typs [45, p. 123].

Durch die symplektische Bilinearform [-,:] : &, x &, — C wird der &-Spinor als ein an-
tisymmetrischer Spinor der Valenz [88] definiert, €(n,¢) = [n,&]. Die Komponenten des &-

Spinors, € = e4p @8 € G ® 67}, lauten
[ 0 x
EAB—(_X 0). (13)
Entsprechend gilt fiir seine kontravarianten Komponenten
0 yx!
EAB:(_X_I . ) (1.4)

Die lineare Abbildung &, — &%, n — &(n,-), ist ein Isomorphismus, die Kontraktion. Mit
diesem Isomorphismus gilt also (x,&) = [1,&], wobei x = £(5,+). In Komponenten ist also
€ABN™ =1, oder

ngé? = espné?, (1.5)

d.h. man kann mit dem e-Spinor Indizes herunterziehen. Analog kann man mit den Komponen-
ten €8 Indizes hinaufziehen. Wegen der Antisymmetrie ist beim Hinauf- und Herunterziehen
die Reihenfolge der Indizes wichtig. Merkregel: Beim Herunterziehen eines Indexes den &-
Spinor hinter und beim Hinaufziehen vor die Komponenten schreiben, also

neap=ns  eBnp=n4, (1.6)

Konsequenterweise gilt
AC A CB B
e ecp=¢€"p, EcaE" =€a", (L.7)

wobei e4p = —gp4 = 5§ (63 ist hier das iibliche Kronecker-Symbol). Analoges gilt fiir gestri-
chene Indizes,
exp =€ap,  €VP =¢hB, (1.8)

Die Komponenten des e-Spinors in einem Spinbein lauten

ean=(_y o) (19)

Weiter gilt fiir die Kontraktion eines 2-Spinors ¢ wegen ¢4 = e8¢ 4p und ¢ , = eBAP 43,

dat=—-0",, (1.10)

A

Ealt=0. (1.11)



1.2 Symmetrische Spinoren

Eine zentrale Rolle werden die symmetrischen Spinoren spielen. Definieren wir dafiir zunéchst
die Symmetrisierung

1
XA...B(Cl...C,)D...E5:_,( > XA...Ba(cl...C,)D.,.E) (1.12)

* \oePerm(r)

eines Spinors x a..B(c,..c,)D..E, Sowie die Antisymmetrisierung

1 .
X A...BIC,...C,1D..E = F( Y signo XA...BU(CI...Cr)D...E) (1.13)

* \o€Perm(r)

Beispielsweise gilt fiir einen 2-Spinor ¢ 4p und einen 3-Spinor ¥ 4pc

5 (@ag+Pa), PraB =3 Pag —Ppa),

GI9Y:)

1
5 WaBc+WBac+VBcA+WacB +VWcAaB+WcBA),

V(ABC)
ViABC) = % (WaBC —WBAC+VBCA—WACB+VCAB—WCBA),

Ein Spinor, der entweder nur obere oder nur untere Indizes besitzt, heilt symmetrisch, wenn er
in seinen ungestrichenen und in seinen gestrichenen Indizes symmetrisch ist [45, p. 132], z.B.

WA..BC..D' =Y(A..B)(C..D))- (1.14)

Es ist wohlbekannt, daf jede irreduzible Darstellung von SL(2,C), also auch von SO* (1, 3), iso-
morph ist zu einer Transformationsgruppe auf symmetrischen Spinoren, die durch eine Spin-
transformation &4 — 48¢p gegeben ist. Symmetrische Spinoren sind also irreduzibel unter
den Gruppen SL(2,C) und SO*(1,3). Sind ¢y := 4. cp..rr die Komponenten eines symmetri-
schen [ ¢ 9|-Spinors, so sind die Transformationen von der Form ¢ — ¢ 7 = T 7 ¢, mit der

Matrix T,;¥ = t;4- t", und die ¢, transformieren sich gemiB der D(r/2, s/2)-Darstellung
der Lorentz-Gruppe [19, 8, 17].

Lemma 1.6. Ist ein Spinor w4 _pc'..p der Valenz [(r’ g] symmetrisch, so hat er (r +1)(s+1)
unabhdingige komplexe Komponenten.

Beweis. Alle Spinorkomponenten mit 7 Nullen und r — 7 Einsen und § gestrichenen Nullen

und s — § gestrichenen Einsen, 0 < 7 < r, 0 < § < s, sind gleich; es gibt r + 1 Moglichkeiten
fiir 7 und s+ 1 fiir §. O

Wie das illustrative Beispiel eines [gg]-Spinors ¢ ap zeigt, der sich in seinen symmetri-
schen und seinen antisymmetrischen Teil aufspalten 146t,

PaB =) +Piap) =:0ap + A€ ap,

A %(/)CC [45, Gl. (2.5.23), p. 106], gilt die Eigenschaft allgemeiner Spinoren [45, p. 140]:

Lemma 1.7. Jeder Spinor ya.pc..p ist die Summe eines symmetrischen Spinors und von
Produkten des e-Spinors mit Spinoren niedrigerer Valenz.
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1.3 Die Infeld-van der Waerden-Symbole; Spinoren und Weltten-
soren

Definition 1.8. Definieren wir vier Hermitesche (2 x 2)-Matrizen ¢/ g5, A=0, 1, B' =0/, 1/,
j=0,1,2,3, durch
; UV ml

01A3r=(m,- n]-) (1.15)
mit I/, n/, m/ € F(#,0), j=0,1, 2,3, wobeil, n, m, m linear unabhéngig sind, wenn die
4-Tupel I = I(x) = (I°,1',12,13),n = n(x) = (n°, n',n%, n3), m = m(x) = (m°, m', m?, m3) fiir
jedes x € . als Vektoren des C* betrachtet werden, dabei notwendig I(x), n(x) € R* wegen der
Hermitezitit. Ferner seien o jAB’ die vier Hermiteschen Matrizen

AB _[ nj —mj
o; (—m,- lj) (1.16)

die den 32 Gleichungen

i AB' i
o' ap 0’ =6j,

O'JABrO'jCD’=8AC£BrD,=5AC63/D’. (1.17)
geniigen. Die acht Matrizen o/ 4, 0 ;4" heiBien Infeld-van der Waerden-Symbole [11, p. 539].

Da . parallelisierbar ist, existieren die Matrizen o/ 45 in jedem Punkt x € .#, so z. B.
mitl = eq)+eq), n =ep —eq), m = ep) +ies), wobei {e(y| a =0, ..., 3} ein Vierbein ist. Die

Bedingung der Hermitezitit liest sich in Komponentenschreibweise wegen (o7 gp)* = 0/
-5
=0pa

U]AB’ =g’

" (1.18)

Lemma 1.9. Das Gleichungssystem (1.17) fiir die 32 reellen Eintrige der Infeld-van der
Waerden-Symbole besteht aus hochstens 25 unabhdngigen Gleichungen, wenn man voraus-
setzt, daf3 m! m; € R ist (ansonsten sind es hochstens 26).

Beweis. Die erste Gruppe der Gleichungen lautet
lin]‘ - miﬁ’lj - fflim]' + nilj 25;'-,

die zweite Gruppe 146t sich schreiben als

1 1 000
S| m/ _ o100
;) n'ﬂ '(n].’_m]"—m].’lj)_ 00 1 0
ni 0 00 1

Beide Gruppen bestehen also aus je 16 Gleichungen. Die zweite Gruppe 146t sich jedoch mit
mim i € R ohne Informationsverlust auf das System

g (U 1 00

Y ( m )-(n,-,—mj,lj):( 000 ) (1.19)

J=0\ n/ 0 0 1
reduzieren, denn einerseits ist mit k/m j = 0auch kim i=0, ki € {1/, nJ}, andererseits folgt
aus der ersten Gruppe insbesondere 1/ nj— mJ mj— ml mj + nl l; = 6; = 4, d.h. mit (1.19)
mimj+m/m;=1Un;+nllj —4=-2alsom/mj = -1. O
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Definition 1.10. Ein komplexer | | |-Welttensor ist ein Spinor der Valenz | 1 7|, d.h. ein Spinor

/

. !
mit Komponenten der Form y48 ~CD EF..GH'"

Definition 1.11. Ein komplexer Welttensor, der invariant gegeniiber der komplexen Konjuga-
tion ist,

AB'..CD' _ -B'A.DC
X EF.GH =X FE.HG

heilt reeller Welttensor. Die Menge der reellen Welttensoren bezeichnen wir mit T, ® -+ ®
T ®%Tr ®--- ® T3 insbesondere ist T, € Sy ® &,

Sei {{(g), €1} ein globaler Schnitt des Spinbeinbiindels. Fiir die Komponenten (| 25, A,
B =0, 1, gilt wegen {4 = {028 p) natiirlich (4% = 645 Da {{(y), {1y} eine normierte
Spinorbasis ist, sieht man sofort

c C (B B c
C) CB)Cc =€ABs (P o =e4®, {9 4B =€ns (1.20)

d.h. man kann die Klammern weglassen, und die oben entwickelte Spinoralgebra bleibt kon-
sistent. Diese Konsistenz wird nur durch die Beziehungen &(43) = €45 und (4% = £4? ga-
rantiert; fiir eine nichtnormierte Spinorbasis miissen die Klammern zur Markierung der Spin-
beinindizes bleiben [11, §102]. Dasselbe gilt fiir das komplex konjugierte Spinbein {& ¢y, &1 }
bzw. fiir dessen Komponenten ( A/B’.

Als komplexe Vektoren geschrieben lauten die Spinbeinkomponenten

= A 1 = Al 0
GOA=1,0, =01, Co’A:(O)» c#‘:( )

Beachte, daB wegen (g = ecp( ¢4 gilt: (o4 = -4 (14 =¢%4, und analog (¢4 = —¢(V'4 {14 =
¢4 Damit sieht man sofort die Beziehungen

V=0l aplo*o®, ml =0l gy o T E,
ml =0l ap (100", nl =0l ap 1408,
lj :UjAB’COAEO’B’» mj:UjAB/(OAZI’B’;
mj=o; %, nj=a;" 04, (1.21)

oder in Matrizenschreibweise
; U oml 1 ; I oml 0
] — . . J = . .
l (1,0)( A )(0), m (1,0)( o )(1), etc.

Satz 1.12. Sei x € .#, und sei Ty.# der Tangentialraum von .# an x. Dann ist der Raum der
reellen Weltvektoren X isomorph zum Tangentialraum, T, = Ty A .

Beweis. Sei {{y, §;} ein Spinbein, und sei { Zor, C 1} das komplex konjugierte Spinbein. Dann
ist {$o ® Lo, &g ® &1va &1 ® Ly, &1 ® £y} eine Basis von G, ® &/, d.h. G, ® &, = C*. Die
Komponenten eines reellen Welttensors y bilden wegen der Reellititsbedingung y45" = y45'
eine Hermitesche Matrix, d.h. T ist isomorph zu dem reellen Vektorraum der Hermiteschen
(2 x 2)-Matrizen. Die vier Infeld-van der Waerden-Symbole ol ap' bilden nun eine Basis dieses
Vektorraums, die wiederum durch die Projektionen ooy — U, 0l gy — mi, alyy — ml, o/ 1y
— n/, bijektiv auf die reellen Vektoren

i = é(lunf), X = %(mumf),
Yj=%(mj—rhj), Zf:%(lf—nf) (1.22)



abgebildet werden konnen; dies ist aber eine Basis von Ty.#. Umgekehrt gilt

lf=%(Tf+Zj), nj=%(Tj—Zj),
mi = %(XfﬂYf), mf:%(Xf—in). (1.23)
0

Analog ordnen wir fiir jedes x € .# mit r + s Infeld-van der Waerden-Symbolen isomorph
jedem reellen [g ]—Welttensor ein Element y = (Xa'"dp...q) zu,dh. y €%, ® .. T, @ T, ®

4r+s

..8Tr=256,0069...06 06" =R .
Definition 1.13. Das Vierbein {e(o), €1, €2, e(g)} = {T, X, Y, Z} mit

1 1 1 1
T=—(l+n), X=—(m+m), Y=—(m-m), Z=—(l-n), 1.24
Slen), X=—(mem), Y= (o) S(-n), (24)
hei3t Minkowski-Tetrade.
Folgerung 1.14. Da sowohl das Spinor-Biindel (nach Konstruktion!) und mithin das Faserbiin-
del der reellen Weltvektoren (%, p, .#), als auch das Tangentialbiindel (T.#, p', .#) wegen
der Parallelisierbarkeit von .# trivial sind, sind beide Biindelrdume diffeomorph,

T=T.H =M xR,

Definition 1.15. Es seien der e-Spinor und die Infeld-van der Waerden-Symbole gegeben.
Dann heiBt der | § |-Welttensor

! /

AB' _ CD =
8ij=0i Oj EACEB'D! (1.25)
metrischer Welttensor von . .
Man sieht sofort die Beziehungen
.. . . ! /
gl] — UIAB’ U]CD’ 8AC£B D ,
i 1j _ _AB' _CD' I i EG _F'H
gi' =818’ =0i""0,"" 0'gpolcmweacepp e e
! : / ! !
=0 olowepCep® eacepp el M
! 3 !y ! . /7 / .
=0 olomeapepp eCePH =0 0l el ae pr=08 0l pap
=6/,

AB_C'D/ i j
€€ =&ijo A 0’ cpr.

Mit (1.9) und € 4p = ec'pr gilt also

gij:linj+nilj—m,~mj—m,-mj, gij:linj+nilj—miﬁ1j—mimj. (].26)

Bemerkung. Die Zerlegung (1.26) der Metrik g;; durch die Komponenten einer Nulltetrade
hat sich in den 1960er Jahren als duferst fruchtbar erwiesen. Mit ihrer Hilfe entdeckte Kerr
[30] die Losung der Einsteinschen Feldgleichungen fiir ein stationdres, axialsymmetrisches,
ladungsfreies und asymptotisch flaches Gravitationsfeld im Vakuum, ein rotierendes schwar-
zes Loch. Wenig spiter fanden Newman et al. [39] die Losung fiir ein geladenes rotierendes
schwarzes Loch. Sie verwendeten dabei neben dem Nulltetraden-Formalismus die »Newman-
Janis-Konstruktion« [40], die durch eine (etwas willkiirliche) komplexe Koordinatensubstitu-
tion aus einer bekannten Losung der Feldgleichung (z.B. der Reissner-Nordstrom-Raumzeit)
eine neue liefern kann (die Kerr-Newman-Raumzeit); siche dazu auch [16].
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Es gilt mit (1.22) bzw. (1.24)

gijTiTj = (l,-nj+n,-lj—m,-r71j—ﬁ1,~mj) (li+l’li) (lj+nj)

1
2
s(nj+4)(+nl)=30+1 =1,

und entsprechend g;; X' X/ = g;; Y'Y/ = g;;Z'Z/ = —1. Mit den Bezeichnungen
e’ =T, e’ =X/, e’ =Y, ew’! =27,
vgl. Definition 1.13, gilt also fira, b =0, ..., 3

gije(mie(b)j =Nk (1.27)

.....

Punkt x € .# also die Signatur —2.

Bemerkung 1.16. Beziiglich der Minkowski-Tetrade haben die Vektoren /, n, m, m die Kom-
ponenten [(¥ = pn, = \/LZ (1,0,0, 1), n'@ = [, = % (1,0,0, -1), m@ = —my = %5 o, 1,
i,0), (a =0, 1,2, 3), und daher haben die Infeld-van der Waerden-Symbole die Darstellung

1 (1 0 1 1 (0 1 '
0 _ _ . AB 1o _ . AB
UAB—\/E(O 1) go 0 AB \/5(1 0) oy,

1 0 i 1 1 (1 0 1
2 _ _ _.AB 3 = _ . AB
UAB—\/E(_Z- O) g2, 0" AB \/E(O _1) o3 .

Lemma 1.17. Sei x € ./, und sei [-,-]: (S5, ® &) x (6,9&) — C,
(%), (1°7)] = eacenp & 0P,
das (symplektische) Skalarprodukt auf &, ® &'.. Dann gilt
(), (n°P)] = gié™n, (1.28)

[(¢4B"), (6] = 2det (¢4P). (1.29)
Beweis. Mit den Definitionen 1.10 und 1.15 folgt sofort

AB'_CD/
¢

AB' _j i i
EACEB'D! =eacepp o’ dlepé'n! =giié'n’.

Ferner gilt . .
e-too-( 2 28)
also
2det(¢1) =2 ((n;&) (") - (&) (mic?)) = 2 (Limj = marmy) ¢
= (Linj—mymj +n;l; —mim;) §8 = g; ;678

O]

Satz 1.18. In jedem Punkt x € ./ induziert eine Spinortransformation der reellen Weltvektoren

50T —Th,  (XB) = (YAB) =5 (X2F)§*, SeSLE,0),
bzw. in Komponenten

! /! =R/
yAB — g AxCD'GH |,

14



mit S = (Sc?), §* = (SB’ p'), eine Lorentz-Transformation im Tangentialraum Ty, d.h. in
Komponenten bzgl. der Minkowski-Tetrade eine lineare Transformation

Ax(S): Tl — Tott, XD Y@ =@, xO (L@ ,)e0(,3).

Setzt man voraus, daf3 die Abbildung L: SL(2,C) — O(1,3), S — A(S), mit der offensichtlichen
Identifizierung von A(S) mit der Matrix (L(“)(b)), als Abbildung zwischen zwei Lie-Gruppen
stetig ist, so ist notwendig A(S) eine eigentliche orthochrone Lorentz-Transformation,

(L9 1) € SO*(1,3).

Beweis. Da mit (1.29) [(XAB’), (XAB’)] = 2det (XAB/) V(XAB’) € T gilt und ferner fiir (YAB’)
= §(x48)$* VS e M(2,C)

det(Y*5) = det (XF') - det®S

ist, folgt speziell fiir S € SL(2,C), daB3 [(YAB’), (YAB’)] = [(XAB’)(XAB’)]. Weiter rechnet man
leicht nach, daf mit S € SL(2,C) die (2 x 2)-Matrix (Y48") genau dann Hermitesch ist, wenn
(XAB’) Hermitesch ist, d.h. sy ist wohldefiniert. Insgesamt ist s, also eine Isometrie bzgl.
des Skalarprodukts [-,-] auf ¥, (sogar auf ganz Sy ® G'). Damit gilt aber auch fiir die ent-
sprechenden Tangentialvektoren g;; Yivy/ = ginin, also Ny Y PY® = nymX@x®,
und X@ — Y® jst eine Isometrie bzgl. des Minkowski-Produkts. Da s, und die Abbildung
X48" . x@ = 5@ ., linear sind, ist notwendig die Abbildung X@ — Y@ linear, also
y@ = L(“)(b)X ®) fiir eine Matrix (L(“)(b)) € 0(1,3). Da SL(2,C) eine einfach zusammenhin-
gende Mannigfaltigkeit ist, kann das Bild einer stetigen Abbildung A, : SL(2,C) — 0(1,3)
nur Teilmenge einer einzigen Zusammenhangskomponente von O(1,3) sein; da aber natiirlich
Ax(sre0) = loq,s gilt, ist diese Zusammenhangskomponente genau diejenige, die 19 3)
enthilt, d.h. A,(SL(2,C)) = SO*(1,3). [

Bemerkung. Seien 0© 4p aus Bemerkung 1.16 die Komponenten der Infeld-van der
Waerden-Symbole bzgl. der Minkowski-Tetrade. Dann ist A: SL(2,C) — O(1,3), S — A,(S)
mit

Ax(8) =Ly =18 (09 ap) (0 ap)S)" (1.30)

eine stetige 2-1-Uberlagerung [8, 22, 14].
Definition 1.19. Sei x € .# . Ein Vektor V € Ty.# heil3t raum-, zeit- bzw. lichtartig, wenn
g.(V,V)=g;;V'V/ <0, >0 bzw. =0

gilt. Der Nullvektor V = 0 sei per Definition raumartig. Ein nicht-raumartiger Vektor heif3t
auch kausal. Sei T.# das Tangentialbiindel von .# . Dann heif3t (x, V) € T.# raum-, zeit- oder
lichtartig, wenn V (x) € Tyx.# es ist. Sei

T ={(x,V)e T : (x,V) ist kausal}

die Menge der kausalen Punkte von T.#. .7 hat entweder eine oder zwei Zusammenhangs-
komponenten [47, §1.2, Prop.1.2.1]. Existiert ein zeitartiges (insbesondere nirgends verschwin-
dendes) Vektorfeld T: 4 — T.#, T(x) = (x,e() :=T), so heidt (.#,g) eine durch T zeitorien-
tierte Raumzeit [5, pp. 16].

Fiir einen beliebigen zeitartigen Vektor T € T.# gilt g, (T,V) = 0 genau dann, wenn V
raumartig ist, wie man schnell mit der Minkowski-Basis sieht. Daher ist die C*-Abbildung

w-y_)(_m)o)u(orm)r '(,U(X;V)zgx(T;V)

15



€(0)
C; e
€12
Cx /o
&//

Abbildung 1.1: Der Lichtkegel Cy c Ty. 2.

wohldefiniert. Ferner ist sie surjektiv. Also hat .7 zwei Zusammenhangskomponenten. Wir
nennen
Tt =y 10,00, bzw. T =y (~00,0)

die Zukunft bzw. die Vergangenheit beztiglich T. Fiir jedes x € .# bildet die Untermannigfal-
tigkeit

Cx={VeTlxg,(V,V)=0,V#0} (1.31)
einen Kegel, wie man mit der Darstellung von V in der Basis {e(q: a =0, ...,3}, V = V@e,
und durch die Beziehung

. 3
gV, V) =gij V'V =1y VOV = (V) - Zl (V@)
a=

sofort sieht. Dieser Kegel ist der Lichtkegel. C, besteht aus den zwei Zusammenhangskompo-
nenten
CH=(V=V9eeC VP>0, C,=Cy\C},

dem Zukunfts- und dem Vergangenheitslichtkegel beziiglich T, vgl. Abbildung 1.1. Zusammen-
gefalit haben wir das Resultat:

Satz 1.20. Unter den obigen auf S. 7 aufgefiihrten allgemeinen topologischen Bedingungen
an A ist (M ,g) eine raumorientierbare und durch T : M — T, T(x) = (x,T = %(l+n))
zeitorientierte Raumzeit, fiir die das Spinbein-Biindel trivial ist [45, pp. 104, pp. 117].

Definition 1.21. Beziiglich der Raumzeit (.#,g) sind die Vektoren I, n, m, m lichtartig, und
wegen der Normierungs- und Orthogonalititsbedingungen bilden sie ein Nullvierbein, die
Newman-Penrose-Tetrade.

Folgerung 1.22. Nach Konstruktion gilt fiir jedes x € .#, daB I(x) und n(x), aufgefaBt als
Tangentialvektoren, Elemente des Zukunftslichtkegels sind,

I(x), n(x) e C},

dennes giltl = \/Li(e(g) +e3) = \/LZ(T +7Z),n= \/Li(e(o) —e3) = \/LZ(T ~7),dh. 10 =@ =

1
7§>0.

Bemerkung 1.23. Eine physikalisch »sinnvolle« Raumzeit (.#,g) sollte keine geschlossenen
zeitartigen Kurven besitzen. Daher miissen die Infeld-van der Waerden-Symbole so gewihlt
sein, dal der Flu} des Vektorfeldes T € T.#, also yx: I — .#, {0} c I < R offen, mit

T(x) = (x,7x(0) und Y. (0) =x,

Vx € . keine geschlossenen Bahnen enthilt. Da .# jedoch offen ist, existiert ein solcher Fluf3
O: Ix M — M, D(T,x) = Yx(T).
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Bemerkungen. (a) Ist (.#,g) durch ein Vektorfeld T zeitorientiert, so heiit (.#,g) zeitori-
entierbar. In diesem Fall gibt es genau zwei Zeitorientierungen, nimlich diejenige durch T
und diejenige durch —T [5, p. 16]. Das Konzept der Zeitorientierbarkeit einer allgemeinen
Lorentz-Mannigfaltigkeit hingt wesentlich ab von der Metrik und nicht nur von der zugrunde-
liegenden Topologie. Ist .# jedoch einfach zusammenhingend, so ist (./#,g) zeitorientierbar
fiir jede Lorentz-Metrik g [47, p. 24]. (Allgemein heilt eine Metrik g einer n-Mannigfaltigkeit
Lorentzsch, wenn die Signatur 2 — n ist.)

(b) (A ,g) ist genau dann zeitorientierbar, wenn .7 zwei Zusammenhangskomponenten
besitzt [47, p. 24].

(c) Allgemein gilt, daB3 eine raum- oder zeitorientierbare pseudo-Riemannsche Mannigfal-
tigkeit genau dann eine Spin-Struktur besitzt, wenn ihre zweite Stiefel-Whitney-Klasse ver-
schwindet [7]. Dasselbe gilt auch fiir Riemannsche Mannigfaltigkeiten [35, 33]. Ferner besitzt
eine einfach zusammenhingende pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit hochstens eine Spin-
Struktur [4, p. 98], siche auch Anhang A.5 dieser Arbeit.

1.4 Differentiation von Spinoren

Definition 1.24. FEin spinorieller kovarianter Ableitungsoperator oder ein Spinor-
Zusammenhang ist eine lineare Abbildung V: & — G &* ® &', & — Vi, die der Leibniz-
Regel geniigt, d.h. fiir die

V(f&) =fVE)+EV() VY eF(#,0),EeS (1.32)

gilt. Dabei ist definitionsgemil3 V f = d f die duBere Ableitung von f: .# — C. In Komponen-
ten einer Spinorbasis {{, {7} und der komplex konjugierten Basis {Co» 1) gilt fiir & = AL,

-B'
VE=(¢Cap)lceti el (1.33)
und es gilt fiir &, n € G und f € F(A,C), daB (€ +7)ap = €€ ap + N 4p und (fE)up =
ffC;AB/ + fo;AB/. Insbesondere gilt in lokalen Koordinaten {(x°, ..., x3} fiap = o' 4p0f10x

fiir f € §(#,C). Damit bezeichnen wir speziell fiir Funktionen dp f := fiap/, d.h.

.0
OABIZO'IAB/—f.. (1.34)
0x!

Bislang sind die Komponenten é€ 5 nicht spezifiziert. Dazu definieren wir zunichst fiir kon-
travariante Spinoren &, n € S und k € &’ die spinorielle Richtungsableitung von & nach 1 und
& durch Vg x: 6 — G,

V&€= (€% ¢ ap)ec. (1.35)
Analog sei Vy i: §(4,C) — F(#,0),
Vi f =n%" fap. (1.36)
Mit V pp = VCA:ZB’ gilt also Vp' f = 04p f, und mit der Leibnizregel folgt
Vap€=VapECc) =0apEc+EVapie. (1.37)
Insbesondere ist mit den Spinkoeffizienten
TP cap = &P, Vapdc) (1.38)

die Richtungsableitung des Basisspinors { nach den Basisspinoren ¢ , und {5 wegen I'° ¢ 4/
= (Vap&c)P € §(A,C) durch
Vaglc=T"caplp (1.39)
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gegeben. Die Spinkoeffizienten sind also die Komponenten des spinoriellen Zusammenhangs
V. Insgesamt gilt also fiir die Komponenten der kovarianten Ableitung eines kontravarianten

Spinors & =¢C¢ ¢, VE = (€€ 458 240l
&g = 0apiEC +EPTC (1.40)

Um auch [ 23 ]—Spinoren kovariant ableiten zu kdnnen, erweitern wir V zu einer Abbildung V:
S&* - 6* ®G* ® &'+ durch die Definition

Vk = KC;AB/Z,'C ®l'e® ZB/, wobel  Kc,ap :=04pKC— xpIPcam, (1.41)
fiir 1« = xc{® € &*. Fiir die kovariante Spinorableitung einer dualen Basis {{*} gilt damit
Vapl© =-T papg®
Weiter gilt
kcap€C = EC0apxc—xkpECTP cap = E€0apxc +kpdap P —xpéP, apr,
fir k =xc{C e G*, &= &€ eBalso
(kcE9);ap = 0ap (KcEO).

Fiir die Kontraktion (x,&) = k(&) = xcéC € F(A4,0) folgt somit V(x,&) = d(x,&), d.h. die
Ableitung kovarianter Spinoren ist konsistent mit der kontravarianter.
Als néchsten Schritt deﬁnleren wir dle kovariante Spmorableltung gestrlchener Splnoren 3

S e k=kal" €&, VE=EC ool o8, Vi = kol 07" o durch

EC g i=ECpa Kc;AB := KC;BA";
beachte, da & € S, x € G*. Durch die Leibniz-Regel

Vigex)=NVe)x+éd(Vy)

fiir zwei beliebige Spinorfelder v, x schlieBlich kann der Zusammenhang fiir einen Spinor
beliebiger Valenz erweitert werden, vgl. [45, pp. 213].

Lemma 1.25. Es gibt einen und nur einen Spinor-Zusammenhang, der kovariant konstant und
torsionsfrei ist, d.h. fiir den gilt

Ve=0
(Vap'Vep —=Vep'Vap)f =0 VfeSF.

Beweis. [45, pp. 214]. O

Bemerkung. Ve =0 ist dquivalent zu ecp.ap = 0.
g _ .CD' _
Lemma 1.26. Es gilt 0/ cpr,ap =0, 0 ap =0

Beweis. Sei Xcpr ein [??]—Spinor und X; = o jCD’XCDr der zugehorige Welttensor. Da die
Xcpr;ap die Komponenten eines [g 9 ]—Spinors sind, gilt Xcpr.ap = olep X j;AB'- Andererseits
ist Xcpr; ap' = (dlep X i);ap'. Also gilt die erste Gleichung. Die zweite folgt analog. ]
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Bemerkung. Seifiirj =0,...,3
V=08 V,p (1.42)

die kovariante Richtungsableitung in x;j-Richtung. Sie ist kovariant konstant und torsionsfrei,
d.h.

ngij:()» (ViVj—VjV,')fZO VfeS. (1.43)

Angewandt auf Tensoren ist der Spinorzusammenhang also gleich dem Levi-Civita-Zusam-
menhang.

Sei {0, §1) ein Spinbein, und sei {y, {1} das komplex konjugierte Spinbein. Dann gilt
mit den Beziehungen (1.21) wegen UfABrajAB' =1

doo =170, Oor=mld;, 1o =m'd;, 011 =nld; (1.44)
und entsprechend
Voo =1V, Vor=m/V;, Vig=m/V;, Viy=n/V;. (1.45)
Ferner gilt fiir die Spinkoeffizienten in einem Spinbein I'” cap = (P ¢ CE; Ap'- Sei
Tpcas :=€rpT " cap, (1.46)
dh. Tpcap ={pelct . ap
Lemma 1.27. Es gilt Tpcap =Tcpap'-

Beweis. Mit der see-saw-Regel ist

Tpcap = —(plcpap, (L.47)

und daher gilt mit der Leibniz-Regel

E E E
0=écp;ap = ((ceCp");a8 =(cECD" ;ap' + (D" {cE;aB =TcpAB —T'DCAB-

Konventionellerweise benutzt man folgende Symbole zur Abkiirzung:

01 cC_ |0 1 0 1
CD |90 oger 10 11 D0 011

AB' AB
Tcpap = 00 K g 7 TCepap = 00 g -k 7 -E
10’ pa A 10’ a —p A -a
o1’ G B @ o1’ B -6 i P
11 A 11’ y -f v -7

Vgl. [45] bzw. [41]. In [45, §4.5, pp. 228] sind speziell die Beziehungen der Spinkoeffizienten
zu den Christoffel- und den Infeld-van der Waerden-Symbolen aufgefiihrt.
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1.5 Die Beziehung zwischen Spinor- und Tetradenkalkiil

Betrachtet man nun die Raumzeit (.#,g) mit Spinor-Struktur als gegeben und sieht die vier
Vektorfelder e(a)j, a=1,2,3,4mit

ey =PI =11, epl=e®=nl, egl=—eW=ml, eql=—eP=ml (148

als ein Vierbein oder eine Tetrade (mit den Vierbeinindizes in Klammern), so gilt fiir die Matrix
Na ) = e’ e j

0 1 0 0
1 0 0 0

N = 0 0 0 -1 (1.49)
0 0O -1 O

Sei weiter @) =, die inverse Matrix, d.h. n@®q ) o = @ . Die Projektionen eines
beliebigen Tensorfeldes T, .. j ) auf das Vierbein liefert die Vierbeinkomponenten
Ttay...(ap) = Tir...jp€an’ €’ (1.50)

(@)(b

Man kann mit den Matrizen 14 und n??) Vierbeinindizes herauf- und herunterziehen, z. B.

b b b
T(a)( ):n(u)(c) T )=ﬂ(“)( )T(c)(b)- (1.51)

Es gilt die Beziehung (vgl. (1.26))
eai e(“)i = gij (1.52)

Definiert man die Richtungsableitung der Vierbeinkomponenten eines Tensors durch

3 . o
Tiay)...cap), ) = Tjy..j,, k€’ - ean’ ew” (1.53)

so kann man mit Hilfe der Ricci-Rotationskoeffizienten

Y@b)(© = €@’ ew)isje)’ (1.54)

die intrinsische Ableitung

. ' ok
Tiay...apl ) = Tjy..jik €an’ -+~ €’ ey (1.55)

ausdriicken durch

— (o) (c)
Tiay..capi ) = Ttay)...a), &) =Y @y To@@) =Y (@, Ttan)...(ap-1) 0

Die intrinsische Ableitung ist also in dem Vierbeinformalismus das Analogon zur kovari-
anten Ableitung, die Richtungsableitung dasjenige zur partiellen Ableitung, und die Ricci-
Rotationskoeffizienten entsprechen den Zusammenhangskomponenten I'; . Es bleibt zu be-
merken, dal wegen () 4),j = N@w);j = (Cwiew');j (beachte: ) ist ein Skalar!) und der
Konstanz von 1)1, also 141, j = 0, die Ricci-Rotationskoeffizienten antisymmetrisch in den
ersten beiden Indizes sind,

Y@b)e) = Y@ (1.56)
[11, §7]. Ferner erhilt man die komplex Konjugierte jedes Koeffizienten, indem man den Index
3 durch 4 ersetzt und umgekehrt.

Wir werden im folgenden die Klammern um die Tetradenindizes weglassen, solange sie
aus dem Kontext als solche zu erkennen sind.
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Lemma 1.28 (J. Friedman). Sei {{,, {1/ ein Spinbein. Dann gilt
I'cpap = % eNCCEL T oK) ap -
Beweis. Wendet man die Leibniz-Regel auf die rechte Seite an und entwickelt die Terme nach

den Regeln des Spinorkalkiils, so erhilt man

1 K'G (r Ef Fr 7 Ey Fj

7€ (CC (" CpECk'Fiap +Cc (o (K'F/(DE;AB/)
_1.K'G 1
=5e" Y (ecpTarap —€axTcpan)

_1,K'G _ )

=35&" 7 exelcepap =Tcpap;

dabei folgt die erste Gleichung aus (1.20) und (1.47), und die zweite aus der Symmetrie

- - . . 1 7t
Toxap =Tk ap und der Antisymmetrie €X' = —gG K O
Damit gilt z.B.
~ Fall
& = Toooo = 5€°C

=3 (CoEfl/F, Coedo o0t Lot ((OEEFF’);OO’)
= 5 (Mmoo = Umje)) = 5 (m/ 'l = VI'my») = 3 (yan - 11z1)
= Y311

Insgesamt erhilt man

K = Y311, P = Y314, &= %(7’211 +7Y341),
0 =313 [ = Y243, 7 =3 (y212+7v302), (157
A = Yo, T =312, a= %(Yzm +Y344),
V = 7Y242, 7T = Y41, B =3 (y213+v343),

vel. [11, §102].
Lemma 1.29. Es gilt

E+E-p-p=V;l/, p+i-y-7=V;n/, B-F+r-a=V;m/,
Beweis. Esgiltfira=1,2,3,4

View’' =Y1a2+Y2a1 ~ Y304 — Yaa3, (1.58)

denn Y142+ Y241 —Y3a4—Y4a3 = 'nd+1'nd —mim/ —m/ mi)Vje(a),- = gijVj e(q)i- Ferner folgt
mit Y gpe = —Ypac sOfort E+& = 11, also wegen ¥ qqp =0

tu

E+E—P—P="7Y211—Y314— Y413 = Y111 + Y211 — Y314 — Y413;

d.h. mit (1.58) gilt die erste Gleichung. Analog ist ¥ +¥ = Y212 und

ﬂ+,l:t—77—}:’=}’243 +7Y234 — Y212 = Y122 — Y324 — Y432,

sowie f— @ = 5 (Y213 + Y343 — Y213 — Y433) = Y343, d.h.

B—T+7—Q=7343— Y312 +Y231 = Y132 + Y231 — Y433
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Kapitel 2

Spinwellen

Zunichst werden hinreichende Bedingungen fiir Karten (%, ¢) von .# dargestellt, so daf} die
im folgenden wesentliche Bedingung g% (x) >0 Vx € % erfiillt ist. Danach wird das allgemei-
ne Setting beschrieben, in dem sich die weitere Theorie der Spinwellenoperatoren bewegen
wird. Schlieflich werden der Dirac-, der Weyl- und der Maxwell-Operator in einer gekriimm-
ten Raumzeit definiert und unter der Bedingung gOO(x) >0 Vx €% an die Karte (%,¢) zu
Evolutionsgleichungen umgeschrieben. Die Lemmata 2.7, 2.8 und 2.10 bilden das Skelett fiir
die Beweise der Sitze 2.25, 2.29 und 2.36, die die Realteile der i.a. unsymmetrischen Opera-
toren bestimmen.

2.1 Uhren und MaBstibe in der Allgemeinen Relativitiit

Bereits in der Speziellen Relativitit, also bei Vernachlidssigung der Gravitation, ist die Messung
der Zeit und der rdumlichen Entfernungen abhéngig von dem betrachteten Bezugssystem; die-
se Abhingigkeit ist verantwortlich fiir die Erscheinungen der Zeitdilatation und der Lorentz-
Kontraktion, also insbesondere fiir das beriihmte Zwillingsparadoxon. Daher sind auch in der
Allgemeinen Relativitdt Uhren und MalBstébe ausschlieflich in Bezugssystemen definiert [32].

Definition 2.1. Sei I c R offen und zusammenhingend. Ein Beobachter oder ein Bezugssystem
ist eine zeitartige zukunftgerichtete Kurve y: I — . . Fiir einen Beobachter gilt also g(y,y) > 0,
Y(T) € CY(T)’ Vgl [47]

Ein Karte oder ein lokales Koordinatensystem (% ,¢) oder (%, @, U) einer Raumzeit .#
ist eine offene Menge % < .# und ein Diffeomorphismus ¢: % — U, U < R* offen. Die vier
Funktionen x': % — R, i =0, 1, 2, 3, mit (x°(x), ..., x3(x)) = ¢(x) € U Yx € %, sind die
Koordinaten der Punkte x € %, und % < ./ ist die Koordinatenumgebung.

Bemerkung 2.2. Sei (%, @, U) ein lokales Koordinatensystem, und sei y: I — % die Kurve
in .# , deren Koordinatendarstellung durch die Kurve gpoy: I — U c R, 7 — (7, x!, x%, x°)
(x“ fest fiir @ = 1, 2, 3) gegeben ist. Dann ist y(7) = dy = 8/0x°. Fiir alle x € %, in denen
8o = 0/0x° zeitartig und zukunftgerichtet ist, d.h. fiir die

8(00,00) = goo(x) >0
gilt, ist y ein Beobachter, und die Koordinate x’ miBt in jedem Punkt der Koordinatenum-

gebung 7% die Zeit beziiglich diesem Beobachter. Mit anderen Worten ist fiir alle x € %7 mit
goo > 0 das lokale Koordinatensystem gleichzeitig ein Bezugssystem.
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Bemerkung. Fiir den metrischen Tensor gilt g;; gik=¢ i*, d.h. mit der Summenkonvention
fiir griechische Indizes «, B, vy € {1, 2, 3}

8ap8" + 008" =847, @2.1)
8apg”’ + 008" = 0, (2.2)
g0p8"" + g00g™ = 1 (2.3)
Insbesondere besagt gkigji =5k
8" gai =0. (24)

Aus (2.2) folgt —g4p8" = g0ag", also aufsummiert iiber a

~ 8ap8"*8" = g0a8"" 8" (2.5)

Lemma 2.3. Sei xe % < .#, (% ,@,U) ein lokales Koordinatensystem. Dann gilt:
(a) Die (3 x 3)-Matrix (gaﬁ(x)) ist dann und nur dann negativ definit, wenn g00 (x) >0.
(b) Ist g°°(x) > 0, so ist entweder goq(x) = g°%(x) = 0 oder goq (x)g°* (x) > 0.

Beweis. (a) (gap) ist negativ definit <= span(d;,0,,03) ist raumartig
< X mit X' = g0 ist zeitartig (da mit (2.4) g(X,0,) = g% gia =0 Va, d.h. X 18,)
= gX,X)= gingigoj = g00 > 0.

(b) Mit (a) ist gqp negativ definit. Falls goq g% #0, so ist gga g% > 0 wegen (2.5); falls
andererseits goag"% = 0, so ist g°% = 0 wegen (2.5), und also mit (2.2) goq = 0. O

Lemma 2.4. Sei % < .# zusammenhdingend, und sei (% ,, U) ein lokales Koordinatensystem,
so daf} die (3 x 3)-Matrix 8ap negativ definit ist Vx € % und ein Punkt xo € % existiert, in dem
0y zeitartig ist. Dann ist auf ganz U

g”¥>o0 und g0a8"% 2 0.

Beweis. Sei x € 7 ein beliebiger Punkt. Sei 0.B.d.A. goag°% # 0, denn sonst gilt Lemma 2.3.
Aus (2.5) folgt mit der negativen Definitheit

- 8458"°8" = g0ag"g™ >0, (2.6)

also notwendig gOO #0 Vx e % . Speziell im Punkt xo gilt £x (09,0p) = gOO > 0. Wire nun
g% (x0) < 0, so wiirde mit (2.2) notwendig goag"* = 1— go0g® > 1 gelten, also insbeson-
dere g()ago"‘goo < 0, im Widerspruch zu (2.6). Daher muf3 goo(xo) > 0 sein, d.h. mit (2.6)
80a(%0)g°%(x0) > 0. Da % aber zusammenhiingend ist, die metrischen Komponenten stetige
Funktionen in x € % sind und g% #0 Vx € %, gilt auf ganz % g% >0 und go,g°*>0. O

Lemma 2.5. Sei % zusammenhingend und (% ,p) eine Karte, so daf3 g00 >0 in %, und sei
{l, n, m, m} eine Newman-Penrose-Tetrade. Sei ferner das Vektorfeld 0y zeitartig und zukunft-
gerichtet in einem speziellen Punkt x. € 7 . Dann gilt

19 1°, Iy, ng >0 auf ganz U . 2.7)

Beweis. Da 0y zeitartig in x, ist, gilt goo(x:) > 0. Mit (1.26) ist g% = 2(1°1° - m®m?), also
19(x,)n°(x,) > 0. Da aber sowohl [° als auch n° auf der zusammenhingenden Menge 7 stetig
sind, haben beide dasselbe Vorzeichen und wechseln es nirgends.

Nun ist das Vektorfeld X/ = g% mit (2.4) und Lemma 2.3 zeitartig und zukunftgerichtet in
X+, da g, (00,X) = goo g00 > 0. Da per Definition I and n zukunftgerichtet sind, d. h. gy X, D
= g% (x,)1;(x,) = I°(x,) >0, und entsprechend n°(x,) > 0. Da [° and n° keine Vorzeichenwe-
chesl auf % haben, folgt allgemein 1%x), n°(x) >0 Vx e %.Da ferner [ und n zeitartig sind,
schlieBen wir aufgrund der negativen Definitheit Il = —1,1% = —gaﬁl“lﬁ > 0 und non® =
—gapn®nf > 0. O
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Wir beschriinken uns im folgenden auf Koordinatenumgebungen %, in denen {x!, x2, x3}
rdaumliche Koordinaten sind, d. h. (g,p) negativ definit ist. Sei

Yap = —8ap (2.8)

der dreidimensionale metrische Tensor, der die Metrik eines dreidimensionalen Raums be-
schreibt.

Lemma. Der kontravarianten Komponenten des dreidimensionalen Tensors y 4 lauten

Oa ;08
B _ ap , 88
Y =—gt + 22—,
g%
Beweis. Bestimmen wir gq0 aus (2.2) und setzen es in (2.1) ein, so erhalten wir sofort —g, m,ﬁy
=67, d.h. yapyP" =67, O

Bemerkung. Sei (%, ¢, U) eine Karte von .# . Eine Kurve y: I — % induziert eine Kurve
@oy: I — U c R* auf die Kartenumgebung U, A — (Y (1)) := @(y(L) € U. Ist (%,¢p,U)
ein Koordinatensytem, in dem (8ap) negativ definit ist, so ist ¥ nur dann Beobachter in einem
Punkt x € %, wenn

800 dyo dyo +28oa dyO dy® > —gapdy” dyﬁ >0,

wobel d)fi = y(A)dA. Insbesondere ist )?O()L) #0 VA e I Ist zusitzlich 0y zukunftgerichtet an
einer Stelle x. € %, so ist dort Y°(1.) > 0, wobei y(A.) = x., denn sonst wire y wegen oY |y,
= 7°(A.) dort nicht zukunftgerichtet; ist % zusétzlich zusammenhingend, so gilt y°(1) > 0
VA€ 1. Die Eigenzeit T ist durch

yies

c?dr? = goody’ dy® +2 goa dy’dy® = (goo +2 8oa ;:—0) (7)*dr®
definiert, solange die Funktion z: I — R,
}-,a
7
der Bedingung z > —g,pdy® dy? > 0 geniigt. Damit ist T durch

1
T:fdrzzf}'fo\/zd/l

gegeben. Ist y der spezielle Beobachter mit dy® = dx® aus Bemerkung 2.2, so gilt

1
T:;f\/gd/l

Anschaulich betrachten wir zwei »infinitesimal« entfernte Punkte A und B, d.h. A habe die
rdumlichen Koordinaten x® + dx%, und B die Koordinaten x%, a = 1, 2, 3. Die rédumliche
Entfernung zwischen A und B ist dann die Hilfte der Eigenzeit von A zwischen Absendung
und Empfang eines Lichtsignals, das von A ausgesandt in B zuriick nach A reflektiert wird,
siehe Abbildung 2.1. Da fiir ein Lichtsignal ds =0 ist und wir schreiben kénnen

z(A) = goo +2 8oa

ds® = gOO(dx0)2 +28oa dx®dx® - 8ap dx®dxP = c*dr? ~Yap

gilt nach Auflosung nach dr

1 1 7
dr® =_= /Yaﬁ dx®dxB, dr® == Yap dx®dxP,
I Cc

Damit folgt fiir das Element ds der rdumlichen Entfernung do = §(dr® — dr), d.h.

do? =y4pdx® dxh.
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Abbildung 2.1: Die rdumliche Entfernung zwischen zwei Raumpunkten A und B

2.2 Spinwellenoperatoren iiber Raumzeiten

Sei % < M, # eine C*°-Mannigfaltigkeit, und sei (%, ¢, U) ein lokales Koordinatensystem,
so daB g% (x) > 0 und mit Lemma 2.3(a) daher 8ap negativ definit ist Vx € %/, und so daB fiir
jedes t € R mit (ct, x', x?, x%) € U die Hyperfliche U, c U des R*,

U= {(x', 22, x%) e R® | (ct,xt, %%, x%) e U} (2.9)

zusammenhingend ist. Damit ist die Hyperfliiche .4; := ¢~1(U,) c .# eine zusammenhin-
gende Untermannigfaltigkeit von .#. Dann definieren wir fiir n € N, n = 1, den Vektorraum
C°(Uy, €M == {f € C§°(U;,C") | supp f =< U} mit dem Skalarprodukt

(¢, v) =f o*wyg dx' adx® A dx®, ¢y e CRWU,CH (2.10)
U,

zur Zeit t, wobei
g :=|det(g;;)l

(vgl. [26, pp. 44]) und ¢* die Hermitesche Konjugation des (Spalten-) Vektors ¢p(x) € C" be-
deutet, d.h. (¢p*y)(x) € C bezeichnet einfach das Hermitesche Skalarprodukt des C". Sei weiter
H = = L>(U)" die Vervollstindigung von Cgo(Ut,C”) beziiglich der durch (-, ) induzier-
ten Norm; vgl. [60, pp. 108] oder [12]. Sei schlieBlich

=g dx' Adx® A dx.
Wir werden im folgenden die Differentialoperatoren L : Cg°(Uy,C") — C5°(U;, C"),
L=M""'M"8,+27), v=1,23

betrachten, wobei Z und M/, j = 0, ...,3, komplexe (n x n)-Matrizen sind, wobei wiederum
die vier Matrizen M/ zusitzlich Hermitesch sind und M° € GL(n,C).

Definition 2.6. Seien ¢, ¥ € 7. Dann ist fiir ein festes ¢

n
)" = [U Y (Pi-y)TX)T
ti=1
mit den punktweise definierten Funktionen
(¢i-yi)" (x) = max(0,Re(¢;-y)x) und ($;-y;)” &) =min(0,Re(d;-y)&)). (2.11)
Es gilt Re (¢, ). = (P, ¥)* + (P, y) .

Lemma 2.7. Sei D(t,x) V(ct,x) € U eine Diagonalmatrix mit reellen positiven Eintriigen A,
., Ane CRW, A >0, und sei fiir (ct,x) € U

Amax(£,Xx) := max A;(f,x), Amin(£,%) := min A;(f,x).
i=1,..,n i=1,..,n
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Dann gilt bei festem t N, v € 7 = 7;
(@ Amin¥)" + (¢, Amaxy)” = Re (§, DY) = (, Amin¥) ™ + (@, Amaxt) ™
Gilt ferner (p,w)* = (n, Y)* fiir ¢, v, n, y € H, so folgt
(¢, Dy)* =0, Dy)*.

Beweis. Es gilt Re(¢p, DY) ,» = [Re(@p*Dy)T = [Re(XAip;w)T = [Y A;Re(p;wi)T, also
Re (), DY) p = [YAi(piw ) T + [L Ai(piyw;)”T. Mit den Abschitzungen

Y Amin(@i ) @) S Y Ai( i) ®) £ Y Amax(Pi-wi) T (x)

Y Amax(@i - w) " @) S Y A )" @) S Y Amin(Pi-wi) T (X)
folgen die Ungleichungen. Mit (¢, w)* — (n, x)* = 0 folgt [(d;wi)* — @i, x) T = 0, d.h.

(@iwi)* = (i, x)* fast iiberall. Damit ist (¢, Dy)* — (1, DY)* = [X Ai(@iw)* — @i, x)F)
=0 O

Lemma 2.8. Sei H = H(t,x) eine Hermitesche (n x n)-Matrix mit den Eigenwerten U, ...,
Un € ckwn, wobei fiir festes t das Vorzeichen sgnu; als Funktion von x € U; konstant sei,
sgnu;i(t,x) = const Vxe %, i = 1, ..., n. Seien weiter

Hmin(f,X) := min p;(z,x) und Umax(t,X) := max p;(t,x).
i=1,..,n i=1,..,n

.....

die Schranken der Eigenwerte bei festem t, sowie
fmin = min (0, kmin (£,X)), fimax = Max (0, Umax(£,X)). (2.12)
Dann gilt
(a) (@, pmin®) = (&, HP) = (¢, fimaxh);
(b) (@, fimin®) = (b, HP)™ S0 = (¢, HP)" = (P, ftmaxP).-

Beweis. Sei S eine unitire Matrix, so dal SHS™ Diagonalgestalt hat. Sei damit ¥ := S¢p. Dann
ist (W, y) = (¢,¢) und (w,y)” =0, und es gilt punktweise Y ¥ ;w; = ¥ dip;. Mit (¢, HP) =
(S, SH) = (w,SHS*y) € R und Lemma 2.7 folgt sofort (a). Ebenso ist jeweils (¢, HP)* =
(y, SHS*y)*. Seien durch Umnummerierung g, ..., up die negativen und pp.1, ..., g, die
nichtnegativen Eigenwerte, 0 < p < n. Dann ist

p n
(¢, Hp)™ = f Y wiiyit Z (@ fmin®), (@, HP) = | Y iyt S (P, fimaxh),
i=0

i=p+1
O

Lemma 2.9. Sei 77 ein allgemeiner komplexer Hilbertraum, und seien A, und Az zwei Ope-
ratoren mit Definitionsbereichen D(A1), D(Az) € JZ, so daf3 D(A1) N D(A) dicht in < F€ liegt
und (¢, A1) = (¢, Asp) Yp € D(A1) N D(Ay) ist. Dann gilt A1p = Arp Vp € D(Ay) N D(Ay).

Beweis. Sei A = A; — A mit Definitionsbereich D(A) = D(A;) N D(A). Dann ist (¢, A1) =
(¢}, A2p) & (¢, Adp) = 0 VY € D(A;) N D(Ap). Die Funktion q: D(A) — R, g(¢) = (¢, Ap) =
0 ist eine quadratische Form auf dem Vektorraum D(A). Da dieser komplex ist, definiert sie
durch die Polarisierungsidentitit eindeutig die Sesquilinearform s: D(A) x D(A) — C, s(¢, v)
= (¢, Ayp) =0, vgl. [59, pp. 9]. Da D(A) dicht in .77 ist, bedeutet dies jedoch A = 0. O
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Bemerkung. In dem Beweis von Lemma 2.9 ist wesentlich, dal D(A;) n D(A») ein komple-
xer Vektorraum ist, denn in reellen Vektorrdumen existieren Operatoren A (»Drehungen um
J_r%«), so daf} die quadratische Form identisch verschwindet, q(¢) = (¢, Ap) = 0, die Sesquili-
nearform s(¢,¥) = (¢, Ay) dagegen nicht.

Lemma 2.10. Seien M fiir v = 1, 2, 3 drei Hermitesche (nx n)-Matrizen, und sei B = —M"0,,.
Dann gilt fiir p € C8°(Ut,¢:”)

2Re (¢, BY) :f ¢ -iav(\/gMV) p/gdx! Adx® A dx’.
U, Vg

Beweis. Definieren wir das Vektorfeld Fy: .47 — T.4; mit den Komponenten
F(/;v:(,b*'MV‘(,b.

Da die drei Matrizen M" Hermitesch sind, ist Fy reell. Es gilt fiir das Dual der 1-Form
(F(/))’V dxvs
%Fp=/gY (1) TFydx! Ao A dXV AL di,
4

also
d* Fy=0,(/gFs")dx' A dx* A dx®,

d.h. d* F = div® F,7 ist die 3-Divergenz des Vektorfeldes Fy"dy, [13, pp. 3161, [28, pp. 254].
Weiter gilt mit dem Satz von Stokes

f d = F(/) = f *F(p.

U:

oU;

Da das Randintegral jedoch verschwindet (supp ¢ cc Uy), folgt mit

OVF¢V =0,¢p" -M"-p+¢p"-M"-0yp+¢p*-0,(M")-¢p

sofort
1
f(am* M- p+d*-MY-0y¢) T = —f (p™-0,(M")-p+ —Fy"0y(v8)) T.
V&

U; U,

Mit
50T O (VEMY) =" 0u (M) p+ L Fy 00 (/BIT

und

(B¢, ) + (¢, Bp) = —f (M 3vp)*p+ " MY oy )T = —f (0vp*" M P+ " MY 0, )T
folgt wegen 2Re (¢p, Bgp) = (B, ) + (¢, B¢p) die Behauptung. O

Bemerkung 2.11. Mit der Hermiteschen Matrix

1
K= (—0 gM" )
N (VeM")
besagt Lemma 2.10 also

2Re (¢, BP) = (¢, K¢p) V¢ e G (U, CM). (2.13)

Wegen 2Re (¢, Bp) = (¢, (B + B*)¢p) folgt mit Lemma 2.9 auf C3°(Uy,C") sofort B+ B* = K,
vel. [12].
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2.3 Der Dirac-Operator

Definition 2.12. Im folgenden werden wir die komplexen (2 x 2)-Matrizen

; U ml = n —ml ]
G]:\/z(mf nf)’ G :ﬁ(_mf 1 ) J=0123,
dh. G/ = v2(0), ) = V2(0i ap)', G’ = v2(074), betrachten.

Definition 2.13. Die vier komplexen (4 x 4)-Matrizen

(o0 & .
/= ; ) =0,1,2,3,
A
heiBen Dirac-Matrizen; vgl. [18, pp. 52] (Die Dirac-Matrizen dort sind komplex-konjugiert zu
den hiesigen).

Bemerkung 2.14. Es gilt

i . (niU—miml niml-mini i (Uni—mimi mil—1im
GG =2 . . . . . .|, G¢'G'=2| . . o . R P
'ml-m'll 1'nl—m'm/ mnl—n'm! n'll —m'm/
und damit )
- G'G' o
Y'Y/ =2 i |-
0 G'G

Mit (1.26) sieht man sofort die Clifford-Dirac-Gleichungen
yiyj +yiyj = Zgijl4, (2.14)
wobei I die (4 x 4)-Einheitsmatrix ist.

Lemma 2.15. Sei S € GL(4,C). Seien weiter ?i = S}”S‘1 vier komplexe (4 x4)-Matrizen. Dann
gelten auch fiir sie die Clifford-Dirac-Gleichungen ¥'y! + 'y = 2g' I.

Beweis. ¥y +y'v] = yiyl +yiyl = 2g"SI,S7! = 281V I. O
Definition 2.16. Die vier Matrizen

i _1[6+6 G- 0123

YSR_Z —Gj+Gj —Gj—Gj ' JERLeS

heiBen Dirac-Matrizen der Standarddarstellung, vgl. [46, pp. 51]. Mit Definition 2.12 ist also

U+n/ 0 UV-ni  2ml
i 1 0 U+nl  2ml nl -1
Ys=T5 | ni-ti —2mi -li-nf 0 |
—2ml i -nl 0 ~l—nl

Da diese Matrizen aus den Dirac-Matrizen y durch yéR = Sy/S~! mit

S_i(fz IZ)
V2 \L L)

entstehen (S = S71), gilt mit Lemma 2.15 yéRyéR + yéRng = Zgij Iy.
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Bemerkung 2.17. Sei (./#,g) eine Raumzeit, und sei % < .# eine offene Koordinatenumge-
bung, so daB fiir die Komponenten des metrischen Tensors g% (x) # 0 Vx € % gilt. Dann sind
G° und G° auf ganz 7/ invertierbar, und es ist

~ 1
und (GO) -1 = @

0

1 -
0y—1 _ 0

denn mit (1.26) bzw. der Clifford-Dirac-Gleichung (2.14) gilt G°G° = G°G® = g®I,. Damit
ist auch y(x) auf % invertierbar, und es gilt

_ 1
)= 200 Y’ (2.15)
Beispiel 2.18. Sei .7 := R*, und seien I/ = nj = \/%(1,0,0,1), nl=1;= %@(1,0,0,—1), mi =

—-mj = %(0,1,1,0), (j=0,1,2,3)ist mit (1.26) g;; = diag(1,—1,—1,-1); (.#,g) ist also der
Minkowski-Raum. Es gilt

1 1 0 1 1 (0 1 1
0 _ _ +.AB o= — . AB
O-AB_\/E(O 1) ()] ’ 0 AB \/z(l 0) 01 ’

1 O l ! 1 1 0 !
2 _ — _.AB 3 — +,AB
O'AB—_\/E(_i 0) 02", 0 AB _\/5(0 _1) o3 .

Die Matrizen G% = —Ga, a = 1, 2, 3, sind die Pauli-Matrizen, und G° = GO = I,. Ferner sind
yi, i=0,1,2,3,5, die iiblichen Dirac-Matrizen der Quantenfeldtheorie; s. z.B. [56, pp. 68],
[43] oder [13, p. 176].

Definition 2.19. Sei m, die Masse eines Elementarteilchens, & das Plancksche Wirkungsquan-
tum, 7 = h/2m und c die Lichtgeschwindigkeit. Sei dann

MeC
He:

= \/zh

(2.16)

V21, ist die Compton-Wellenlinge eines Teilchens der Masse mi,. Die kovariante Dirac-
Gleichung eines Teilchens der Masse ist definiert durch

Vap P +iu.Qp =0, Vap Q* +ipe Py =0 (2.17)
(A, B =0, 1). Dies ist dquivalent zu dem Gleichungssystem

(Jo;+&-p)P°+(mId; +7— @)P' = iu.Q"
(mid;j+B-DP°+(nfd;+a—7)P' = —ip. Q"

(2.18)
(Voj+&-p)QY +(mIdj+7 - Q" = —ip P!

(i +B—-H)PO+ (nid; + i—)P" = iy, P°
vgl. [11, pp. 543].
Mit den folgenden Definitionen werden wir die Dirac-Gleichung umschreiben:

Definitionen 2.20. Sei % < ./ eine Koordinatenumgebung mit g% (x) >0 Vx € %, und seien
Ygr die Dirac-Matrizen der Standardrepresentation. Dann definieren wir die Matrizen &/ =
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Y%RréR/ g%, d.h. explizit

Pni+n°  mO—n)) 07 - mi%+nY

. . J_ i +n)

omOmi —mi@0—n0) TE R G0i g niy

m(n/ =10y %2+ 0l mIi(°+n0 0. i ;

\ : . 4 J—_nOpi

, i1 om0 sy T
o= e o 2.19)

g W01 — 10 m’(I°+n”) °nt +n°l m’(n” —1")

-mO(l+nl)y —2m®m/ —-mOn/ - 1)

mi (10 + n% 0,7 _ 07 mf(lofno) lonj+nolf
'nl—n'l -mo(lV-nl)y  —2m®m/

-mO(lJ + n))

(beachte: mit (2.15) ist a® = ng(ng)_1 = I). Dies ist der Verallgemeinerung der iiblichen
a-Matrizen in krummlinigen Koordinaten, und mit der Nulltetrade aus Bsp. 2.18 ergeben sich

diese, vgl. [43], [56]. Seien ferner

a:(€‘€ T‘?), Yi=| BV ‘?*f) (2.20)
-7 U=Y —-T+a E—pP
PO P0+Ql
pl pl_QO/
(p = 1 v :S(/): pO QI/ ’
_QO’ P1+QO/
und
1 =+Y ==Y
7= — — ipely|. 2.21

Satz 2.21. Sei (A,g) eine Raumzeit, und sei % < M eine Koordinatenumgebung, so daf
g% (x) >0 Vx e %. Mit dem Operator A: C®(U;,C*) — CP(U,,CY),

A=ca’d, - éngZ v=1,2,3) (2.22)

und mit der Bezeichnung t = x°/c fiir die (Koordinaten-) Zeit lift sich die kovariante Dirac-

Gleichung als Evolutionsgleichung schreiben,

0
37 V= Ay. (2.23)
Beweis. Zunichst liest sich die Dirac-Gleichung als
~ige 0 -7 —p+i P
ig.4yvz| O e -A+a E-p LS
L E—p F-& —ige O QY ’
-7 A-7 0 —ip -Q°
also
j 0 Y\ .
Yoj+v2| 2 0 ~iV2ue|¢p = 0. (2.24)

Weiter ist [...]J¢ = 0 dquivalent zu S[...]S_llll =,d.h. zu
I 0:+Z|w=0
YsrOj v=0
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da
Z_L(Iz I )(( =+Y ==Y )—i I)([g I )
Ve\lL -D -E-Y) -(E+Y) Hleta L -L)
Umstellen nach ngOOuJ und Multiplikation mit c(ng)_1 = cng/ g% und x° = ct liefert die
Behauptung. O

Definition 2.22. Es seien die Voraussetzungen von Satz 2.21 gegeben. Dann heifit der Ope-
rator (2.22) Dirac-Operator eines Teilchens mit der Masse m, und dem Spin s = % in einer
gekriimmten Raumzeit. Er wirkt auf Funktionen y: U — C*, den Spinorfunktionen. Mit (2.22)
folgt

YoRA=—c (Y&poy +2) (2.25)
Ferner sei betont, dafl die Gleichungen (2.17), (2.18) und (2.24) dquivalent sind.

Lemma 2.23. Sei H eine Hermitesche (4 x 4)-Matrix der Gestalt

a 0 b c
0 a ¢ -b

H= b ¢ a a,beR, ceC. (2.26)
c -b 0

Dann hat H die Eigenwerte
M =a+Vb%+cc.

D.h. H hat einen Eigenwert der Vielfachheit 4 fiir b = ¢ = 0, und zwei mit doppelter Vielfachheit
sonst.

Beweis. Es giltdet H = a*—2a?cé—2a*b? +2b*cé+ b* + c*¢? = (a® — b* - c&)?, d.h. insbeson-
dere fiir das charakteristische Polynom det(AI — H) = (1 — a)? — b? — ¢¢)?. Damit erhilt man
die zwei Eigenwerte mit doppelter Vielfachheit. Da b?, ¢ > 0, gilt A; = A, dann und nur dann,

wenn b=c=0. OJ
Lemma 2.24. Sei Méirac fiir j =0, ..., 3 jeweils die Hermitesche Matrix
i i I 0
] - J _ 2
MDirac T TYSR T= ( 0 - )’
also ) , ) ) )
+nl 0 U—-n! 2m/
i 0 UV+ni 2ml ni-U
] _
Mpiac =| 1i_pi 2  land 0 (2.27)
2mi ni-U 0 U+n
(Die Méirac sind die Hermitesch gemachten Dirac-Matrizen YéR ). Dann gilt:
i Y A S
(a) TM]l)irac TMDirac - YéRYSR’
(b) a’ = (Mgirac)_lMBiracfur v=1223

(c) Fiir die Eigenwerte von Mgirac gilt

L (T 0 _ 1,0)2 07,0
A2 = \/E(l +1° /(1= n%2 +4mOm )
1
= —[°+n’+/(0+n0)2-2 00) (2.28
\/E( v 8 )
d.h. Mgirac hat nur positive Eigenwerte, und zwar einen mit Vielfachheit 4 fiir 1° = n°

und m® =0, zwei je mit Vielfachheit 2 sonst.
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(d) Mit dem Differentialoperator B : CSO(UI,C‘I) — Cgo(Ut,C‘l),

B:=—cMyp;,.0v (2.29)
und der (4 x 4)-Matrix
7 =—cTZ (2.30)
gilt fiir den Dirac-Operator
A=Mp,...) ' (B+Z). (2.31)
Beweis. (a) Wegen TT=1, folgt TM D1 rac yéR
(b) Mit TM, .. TMglraC = YsRYsR g% folgt (Mglrac) '=1/g%TMp. T, dh. esgilt

a = 1/g()()ngYSR = 1/8 M, Dlrac TMBlrac ( Dlrac) MDlrac'
(c) Es gllt det(AI;— MY, ) = 1det(MI;—v2M}. ) mit A’ = V2. Die Eigenwerte A’ der
Matrix v2M lauten mit Lemma 2.23

Dlrac

Dlrac

A= (lo+n +1/(19+ 192 —4(1%10 — momo))

Mit gOO 2(1°7° = m°mO) und den binomischen Formeln folgen die beiden Gleichungen in (c)
fir A =A'/v2.

(d) Mit (2.25) ist MDA = Ty A= —cTy{0v—cTZ=B+Z. O

Dlrac

Bemerkung. Fiir die Nulltetrade aus Bsp. 2.18, d.h. fiir kartesische Koordinaten im flachen
Fall, gilt mit (2.28) 1; =1, = 1.

Satz 2.25. Seien A, und A, die beiden Eigenwerte von M, A 2 Ao >0, und sei Amax(,x) :=

M (t,x)18%(ct,x). Sei weiter mit (2.27) und (2.30)

Dlrac’

1 "
H= ﬁav (VEMDirae) +Z +7'". (2.32)

Dann gilt fiir den Dirac-Operator A und fiir jedes ¢ € C3°(Uy, ch
1
Re (¢, Ap) = 5((P,DH¢>) (2.33)
fiir eine Diagonalmatrix D mit Eintrcigen A;/ g%, und

1 . 1 N
E (¢, Amaxfimin®) <Re (¢, Ap) < E (¢, Amaxfimax®) (2.34)
wobei Umin und [imax die Schranken der Eigenwerte von H aus Lemma 2.8 sind.

Beweis. Sei S eine unitdare Matrix, so da3 D = S(M, Dlrac) 1g* Diagonalgestalt hat. Mit

1
Az =3 (lO+ n°+ \/(l0+ no)2 —2g00) (l°+ n - \/(10+ 10)2 — 200 | = g0

ist ;71 =22/g% und 1,71 = 1,/g%, d.h. 1,/g%° und A,/g" sind die Eintriige von D. Da S
unitir ist, folgt insbesondere Re (S¢p, S(B + Z')¢), d.h. es ist 2Re (¢, (B +Z)¢p) = (¢, (B+ B* +
Z'+7'")¢p). Wegen Lemma 2.10 gilt nun B+ B* +Z'+Z'* = H, und damit 2(S¢p, S(B+Z')p)* =
(¢, Hp)*. Mit Lemma 2.7 folgt

(D, Amin HP) " + (P, Amax HP) ™ < 2Re (S¢p, DS(B +Z')¢p)
< (D, Amin HP) ™ + (), Amax HP) ™ (2.35)
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und mit Lemma 2.8 (b) schlieSlich

((/), }Lmin H(,b) * + (¢; /lmaxHQD) - 2 (Qb, Amaxﬂminﬂb)
((/), }Lmin H<l>) T+ (Qb; /lmaxH(,b) * § (Qb’ Amax,amax(,b)

Da mit Lemma 2.24 (d) A= (Mgirac)‘l(B +7/) ist, folgt mit (Mg

2.7 sofort A+ A* = DH, also (2.33), sowie A=S*DS(B+Z'), d.h.

)~! = §*DS und Lemma

irac

Re (¢, Ap) = Re (¢, S* DS(B + Z')p) = Re (S, DS(B + Z)p).

Mit (2.35) folgt (2.34). O

Satz 2.26. Sei (#,g) eine Raumzeit, und sei (% , @, U) ein lokales Koordinatensystem, so daf3
g00 (X)>0VYxeU < A gilt. Sei ferner {l, n, m, m} eine Nulltetrade mit den Spinkoeffizienten
(1.57). Dann hat die Matrix H in (2.32) die Gestalt

hl 0 ]’lg hg
0 h hy —h
h, hs h; O

hs —-hy 0 I

mit
[ 30 (V8 +n%), hy=- . 9o (vE’=n%), hs=—\/§00(x/§m°)-
V28 \/@ 8
Beweis. Da
zegr=| EFETP-0 AmawpoT (2.36)
p-T+m—-a pg+a-vy-y
und
e Pl
a-n—-pP+7T E+E-pPp—p

gilt, hat Z' + Z'* wegen

72+7 =—— | T T
E+Z2F-(Y+Y") Z+E*+Y+YF

1 (E+E*+Y+Y* E+E*—(Y+Y*))
\/E ’

die symmetrische Gestalt wie in Lemma 2.23. Damit gilt

1
h=—-—20, (IY+n")) -
1= (Ve )

Mit Lemma 1.29 ist einerseits V;1/ +V;n/ = 8+ - p— p+ i+ fi— 7 — 7; andererseits gilt fiir
einen beliebigen Vektor X/

N

; 1 1
VX = —0dy(v/gX%) + —a,(vgX"),
X0 g VB 0 VEX)
d.h. es folgt die Behauptung fiir i;. Analog ergeben sich hy und hs. O
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2.4 Masselose Spinwellenoperatoren

Masselose Wellenfelder mit Spin s = 7, n € {1, 2}, werden in einer Koordinatenumgebung

(% ,,U) mit g00 (x) >0 Vx € % durch einen Evolutionsoperator
LY Ce WU, ¢ — cR(U,, ¢ (2.37)

der Form L = LI = (M?s))—l(M("s)av +79), v = 1, 2, 3, beschrieben; dabei sind M(js), J

=0, 1,2, 3, und Z jeweils (2s+1) x (25 + 1)-Matrizen mit Eintréigen aus C*(U;,C), und
die Matrizen M(]s) sind Hermitesch. Ferner ist Cgo(Ut,CZS“) mit dem Skalarprodukt (¢, y);:
C (U, €1 x CP (U, €411 — C,

(P, )5 = f G*wy/gdx! A dx® A dxd, (2.38)
U:

ein Prihilbertraum. Sei 9 = 7" = [2(U,,C?**") die Vervollstandigung von C (U, C**1)
bzgl. (-,-)s.

a) Der Weyl-Operator

Fiir masselose Spin—%—Teilchen, Weyl-Neutrinos, zerfillt die kovariante Dirac-Gleichung (2.24)
mit . = 0 in zwei unabhiingige komplex-konjugierte Gleichungssyteme (vgl. Definition 2.13
und die Gleichungen (2.20))

!

i PO . Ql X QO’
(Gfaj+\/53)(P1)=0, (G’6j+\/§Y)( QO,)z(Gfa,-+\/§E)*( ):0, (2.39)

oder dquivalent V 45 P4 =0, Va5 Q4 =0, vgl. (2.17). Mit
I _ 1agi GH_o_=
M(%) \/EG und VA =

148t sich das erste Gleichungssystem aus (2.39) umschreiben zu
po 1 (P°
0 _(_agqv 5
M}, 00 ( bl ) = M(%)0V+Zz) ( bl )
Sei % Koordinatenumgebung mit g% > 0 auf ganz % . Dann gilt mit Bemerkung 2.17
2
0 \-1_ _% @&
(M(%)) = gooG ) (2.40)
und der Weyl-Operator L=): C(U,,C2) — CP(U;,C?) lautet
L) = c(M ) (—(MV1 a,)7! +z(%)). (2.41)
) )

Damit und mit der Spinorfunktion ¢ = (PY, pHt ¢ Cgo (U, C?) 148t sich die Weyl-Gleichung
V 4p'P# = 0 durch die Evolutionsgleichung

d:p=LD¢ (2.42)

ausdriicken, wobei wieder ¢ = x°/c¢ die Zeit darstellt, d.h. d; = cdy.

Lemma 2.27. Die Eigenwerte von M?l )= \%GO sind positiv und lauten
2
Mo = (104 n® £ /(04 n0)7 =27 ). (2.43)
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Beweis. det(Alp =M, ) = 22 = (I°+ n®)A+ 10 = m®m® = 2% = (I°+ n®)A + 38" = O
2
Definition 2.28. Sei
0 0
H=-—20 (\/E( -0 0 ))r (2.44)
_ 1 0
dh. H = Lo (\/EM(;)).

Satz 2.29. Sei % < ./ eine Koordinatenumgebung, auf der iiberall g°° > 0 ist. Dann gilt fiir

den Weyl-Operator L2 und der Diagonalmatrix D mit Eintrdgen /lfl, Ay U der Eigenwerte aus
(2.43)

2Re (9, L(%)d,)(l) p (cp,DH(%)d,)(l) e CoULCD)
2 2

Beweis. Mit Lemma 2.10 gilt 2Re (¢, —M(Vl )6V¢)) 1= (¢, Kp) L wobei
2

K=—20 (\/§ M(Vg))

- -

ist (vgl. (2.13)). Einerseits ist V; M 60(\/_ M&)) + K, andererseits ist mit Lemma 1.29
2
und (2.20) V]M(Jl) = —(z@ + 70 >) = E+Z*. Da mit (2.41) also
2

2Re (§, L9, =¢(9, DK +22 +719%)¢)

NI—

1
2

gilt, folgt die Behauptung, vgl. Satz 2.25. U

b) Der Maxwell-Operator

Definition 2.30. Sei F;; der antisymmetrische Maxwell-Tensor, z.B. [47]. Dann lauten die
Maxwell-Gleichungen in einer gekriimmten Raumzeit,

Fijuy=0,  g"*Fijx=0,
mit den drei komplexen Skalaren
®o := Faye) = Fijl'm/,
¢1:= 5(Fye + Fae) = 3 Fij(I'n! + m'ml),
¢2 = Fuy) = Fijm'n!
im Newman-Penrose-Formalismus
Uojp1—midjpo = (7 —2&)Po +2pp1 — Kepa,
Voo —midjp1 = —Apo +27ip1 + (f — 28)¢po,
midjp1—nidjdy = (fi—27)po +27¢p1 - G¢pa,
midjpr—nldjpr = —Vepo +2fip1 — (F — 2P) o,

(2.45)

vgl. [11, pp. 51] oder [31, p. 85]. Daraus folgt das Gleichungssystem
nf mi 0 ®o 27 — i 27 G $o
ml U+nl m!|o;| -1 |=|2a-7-v 26-p) 7- 2,B+1< —¢1
o mi U ¢o -2 —27 p— ¢2
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Multiplizieren wir dieses System von links mit der konstanten Matrix diag (1, 1/v/2, 1) und
von rechts mit diag (1, 1/v/2, 1) und diag (1, v/2, 1), so erhalten wir

J L
ln - ﬂm o ° . $o $o
7 sWnh)y =m0 —v2¢y | =728V —v2¢ |, (2.46)
0 \/% i 1i b2 b2
wobei
27— fi V27 G
AR \%(Zdiﬁ—ff) p—p \/%(f—ZﬁH?) . (2.47)
-1 —V27 p— 28
Mit den Hermiteschen Matrizen
i Lol
n M 0
b | Lyl L L : _
M), = ﬂmf 5 +n') ﬁmf (j=0,1,2,3) (2.48)
L J
0 M l
und dem Differentialoperator
BU=D = —MY,0, (v=1,2,3) (2.49)
ist dieses System wiederum dquivalent zu
$o $o
MQy0o | —vV2¢y | =BTV +257D) [ —v2¢, |. (2.50)
$2 P2

Bemerkung 2.31. Sei (¢,y); = fUt(b*t//\/gdx1 A dx? A dx® das Skalarprodukt des Prihil-
bertraums Cg"(Ut,Ce’). Bezeichne weiter (¢, 1,¢2) := ¢ die drei Komponenten von ¢ €
CSO(UI, C3®). Da in dem lokalen Minkowski-System fiir den Feldstirketensor

o = By — Ex +i(Ey + By),
(/)1 = EZ_iBZr
(2 = Ex+ By +i(E, - By)

gilt, vgl. [51, p. 167], folgt

$o

(p*(p = ((po,—\/z(l),(ﬁz) ( —\/5(!)1 = 2(p1(/)1 + (/)0(/)0 + (/)2(/)2 — 2(E2 +BZ).
¢2

Damit entspricht also das Hermitesche Skalarprodukt beziiglich des komplexen 3-Vektors

(o, —\/z(,bl,(/)z) " demjenigen des (E, B)-Feldes der Standardnotation im gravitationsfreien Fall
mit (E,B) € L*(Q,R%), Q = U; c R3 offen und beschrinkt, vgl. [15, pp. 339].

Lemma 2.32. Sei (%, @, U) eine lokale Koordinatenumgebung, und es gelte goo > 0 auf ganz
% . Dann hat die Matrix M?l) die positiven Eigenwerte

M=3+n0,  Aas=3(I0+n0 s /O 02— 28" . 2.51)
Beweis. Mit (2.48) gilt 2det(Al - M) = ((A-n")(A~1%) = m®m°) (24— (I° + n")). Der zweite

Faktor verschwindet fiir A = A;; der erste lautet ausmultipliziert A2 — (1° + n®) A + 1°1° — m®m°
=22—(%+nN+38% = A-22)(A-A3). O
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Bemerkung 2.33. Mit det M?, =

) 2(lo+no)(lO 0_mOmY = 1(lo+no)g00 und dem Doppelten

der Adjunkte von M),
O+ 19— m®m®  —v210m° (m°)2
M° = —V210m° 21910 —v2n°m° (2.52)
(m°)? —v2n°m® n°%+n% - mOm°
sieht man, daf3
(M) = 2 Vi (2.53)

( 10 + nO) gOO
gilt. Da ferner die Eigenwerte von (M{},)™! die Kehrwerte derjenigen von M, sind,' sind sie
allesamt positiv. Insbesondere gilt fiir den groBten Eigenwert von (M?° m) 1

2
A — . (2.54)
e 19+ n0 — /(1% + n%)2 — 2g00

Ferner folgt wegen (19 + n%)2 —2g% < (194 n0 — g%/(1% + n%)?

lO + 0
Amax £2 —=2 (2.55)
g
Definition 2.34. Sei
LY =cpy)~ (BU=Y +207D) (2.56)

der Maxwell-Operator.

Damit folgt aus den Maxwell-Gleichungen fiir eine Koordinatenumgebung % mit g*° >0
Vx €% via (2.50) die Evolutionsgleichung

o $o
0| —v2py | =LV | —v2¢y |. (2.57)
07 2

Definition 2.35. Sei HV = (i; j)i,j die Hermitesche (3 x 3)-Matrix mit den Eintrdgen

1 0. 10 . (n°
hi1 = 2Rey— —00(/gn )+mn 0, ik

V8
P o I 10
hlz:ﬁ ﬁ+a+r—v—l—0F60(\/_m)+—m 0 (ZO))
his =6,
0 1° n°
hyy = Re (8- y)——\/gao(\/_(l +n))+2—n6 (IO)

1 . 1
h - — | —T7— _~__6 0)’
23 \/EK a-p-a \/_0(\/§m)

1
has = 2Reé — ﬁao(\/glo).

I'Sei S eine unitire Matrix, so da SM?DS* Diagonalgestalt hat; dann gilt (SM()S*)™! = S(M?D) 1s*,
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Satz 2.36. Sei % eine Koordinatenumgebung mit g°° > 0. Dann geniigt der Maxwell-Operator
LW fiirp e Cgo(Ut,C3) der Beziehung

2Re ((»b; L(l)(l)) (s=1) =c ((p»DH(D(P) (s=1) (258)
wobei D eine diagonale (3 x 3)-Matrix mit Eintréigen Al_l, /151, /151 ist, mit A; aus (2.51).

Beweis. Wir imitieren den Beweis von Satz 2.29 fiir (2 x 2)-Matrizen. Definieren wir zunéchst

fiir g = 1, 2 die beiden Differentialoperatoren B(S V=M Oy mit
v 1 v
~V 1” — v \{in?, 0 ~V 8 1 Olv 1 0 v
M, = Tim 3 n 0 M, = 2 \sz
0 0 0 0 ' I

Entsprechend seien

27— V27 0 0 0 g
ng:D — %(d—ﬁ'—f/) i 0|, ZéS:l) — 0 o %(f—2ﬁ+f<)
0 0 0 - -V27 p-28

Dann folgt mit (2.47) und (2.48)
B(szl) +Z(s:1) — Biszl) +Z(ls:1) +B§s:1) +Z;s:1).

Nun gilt fiir ¢ € Cgo(Ut, Cc3) entsprechend Lemma 2.10

0
2Re ((/) m —B= “¢) - —2Ref ¢*7—0M1”av¢ vgdxt A dx? A dx®

(s=1)

n’ 1 v va n® * 1 2 3
_f( 6(\/_M)+M (0))¢(p\/§dx Adx® A dx
n

0 \/_
= ((p Tz ) ¢)(s:1)

0 70
Lo, (vEI) + Mvav( o

(beachte: n%, 1°> 0). Da nun fiir den Eintrag (1,1) der Matrix in den eckigen Klammern [...],

der gleich ist dem Doppelten des Eintrags (2,2) von [...],

0 0 0 0 0

n1l V4V o g n 1 R

70 \/_OV(\/_n Y+ n av(lo) 70 Vin 7 \/_60(\/§n Y+ n OV( 0)
nO Y 0
=5 (2Re(p y)—ﬁao(\/_n )+—n av( ))

(die zweite Gleichung folgt mit Lemma 1.29) und entsprechend fiir das v/2-fache des Eintrags
(1,2) der Matrix [...]

0 0 0 0 0

n A L v

7 \/_6 v(v/gm¥)+m'o (IO) IOV]m 70 \/_60(\/_m)+m6(l)
7 O | 0. 10 o (n®
:l—o(ﬂ—r—a+ﬂ—ﬁ60(\/§m)+mm Ov(l—o))

gilt, folgt sofort (vgl. auch Lemma 2.9)

= = 19 n° _ i
2Re (¢, (B™" +20")gp) _ = 2Re (<p o B 1)4,) [ (2870 + 2570 )

= (ﬁb’ Hl(rb)(s:l)

(s=1) (5=
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( hi hiz 0 1 G (no)
Hy=| hy hy,, 0], hy, = -Ref— =——=0o(ygn") + =—5n"0v| =5 |
0 0 0 2.8 2n l

Entsprechend gilt mit Lemma 2.10
- 1 .
2Re (¢, BS=Y :( | —=0v(vVEMy ) :
e(d) 2 (/))(SZI) ¢ [\/g v(v8 2)]¢ (s=1)
und wegen Lemma 1.29
L(\/glv) =AU - L00(\/§l°) =2Re(E-p) - La()(\/glo)
V8 Vg V8
und ) ) )
—(/gm")=A;m/ ——dy(y/gm®) = p+a—-T—a——0d,(vgm®
V& Ve g e
folgt
(s=1) (s=1) -
2Re (¢, By +257) | = (9 H) oy
mit
0 0 hi )
Hy=| 0 Ry, hys |,  hjy=-Reé- %00(\@10).
his  ha3  hss
Damit ist 2Re (¢, (BU=V +Z5=D)¢) ) = (¢, (H1 + H2¢) () = (¢, Hp) ;- Die Behauptung
folgt dann mit Lemma 2.7, vgl. Satz 2.25. O
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Kapitel 3

Anwendungen

3.1 Die Kerr-Newman-Raumzeit

Wir betrachten nun die Mannigfaltigkeit .# = Rx (0,00) x S, versehen mit den Polarkoordinaten
(t,1,0,¢) € Rx (0,00) x (0,7) x [0,27), den Boyer-Lindquist-Koordinaten. Gegeben sei weiter

die Nulltetrade (Kinnersley-Tetrade)

S | 1
U=—(r*+a%0,0,a),  lj=—— (A —pp,0,~ahsin’6),
5l ) 1= 75 Mpp )
. 1
ni= r’+a?,-A,0,a), nj=——(A,pp,0,-ansin’0),
\/§pﬁ( ) \@pﬁ( )
. 1 i 1
ml = iasin®,0,1,——|, m;=— (iasin®,0,-pp, —i(r*+a®) sinh),
V2p sinf 7 V2p ( PP )

mit den Funktionen A: (0,00) — R, p: (0,00) x (0,7) — C, X: (0,00) x (0,7) — R,
A(r):= r2—2Mr+a2+Q2, p(r,0):=r+iacosf,
2(r,0) := (r* + a®)? — a®Asin®0 = pp(r? + a®) + @Mr — Q*)a®sin? 0
und den Parametern M, a, Q € R, M = 0, die der Bedingung
a’+Q* < M?
geniigen. In der Tetrade (3.1) sind die Spinkoeffizienten (1.57)

E=k=0=v=1=0,

5 cotf 5 1 5 iasin@ _iasin@

= ? =TT =0 T=- ’ n=——"

2v2p v2p v2pp v2p?
P G=7-f,  Fepr
V2pp?’ ’ V2pp

vgl. [29]. Mit (1.26) lauten die kovarianten Komponenten des metrischen Tensors

) 2Mr - Q? 0 (2Mr — Q%) asin’6
pp ) 0P
0 _pe 0 0
(8ij) = A
0 0 —pp 0
@Mr - Qz)asinZH 0 >sin%0
pp pp
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bzw.

2 _ A—%dtz B Zsir{ZQ
pp pp

Die Raumezeit (.#,g) heillit Kerr-Newmansches Schwarzes Loch mit Drehimpuls aM und La-

dung QM. Die Raumzeit heiflt fir a = Q = 0 auch Schwarzschildsches Schwarzes Loch, fiir

a = 0 Reissner-Nordstromsches Schwarzes Loch, und fiir Q =0 Kerrsches Schwarzes Loch.
Die kontravarianten Komponenten des metrischen Tensors lauten

2Mr — Q? Sy
ds dp EMr=—Qa —%gdﬂ—ppm#.

)2 2Mr - Q?
= 0o o @Mr-Qa
pPPA pPPA

- 0 -—— 0 0
(g') = pp 1
0 0 -— 0
pp
(2Mr—Q2)a 0 0 A—a®sin?6
pPA ppPAsin®6

Seien

rs =M+y\/M?—a?-Q? (3.6)

die Nullstellen von A. Mit (3.3) gilt r.. € [0,00). Das Urbild der Hyperfliache (¢,r = ry,0,¢) c
R x (0,00) x (0, 1) x (0,2m) der Kartenabbildung x — (¢,1,8, ¢) heiBt Ereignishorizont. Sei ferner

U:={Rx(ry,00) x (0,7 x (0,2m)}

und sei % < ./ das Urbild von U c R* der Karte x — (t,1,0,¢). % heiBt AufBenraum der
Kerr-Newman-Raumzeit. Seien schlie8lich

re=M+ \/Mz—Qz—azcos29,

E:={(t,1,0,p)| 1y <1 <Te} und & < .# das Urbild von E der Karte x — (t,7,0,¢). & heilit
Ergosphdire, und das Urbild der Hyperfliche (¢,r = r,,0, ) heillit Ergohorizont, vgl. [49]. Fiir
a=0gilt& =@, undfir a#0ist @ # & c %, d.h. die Ergosphire befindet sich im Aulenraum.
Da mit (3.2) pp — (2Mr — Q%) < 0 genau dann gilt, wenn r < r, ist, folgt

goo(n,) =0 < Tr=r, (3.7

d.h. goo ist negativ in der Ergosphére. Die Ergosphire spielt eine wesentliche Rolle bei der
Energiegewinnung durch den Penrose-Prozefl und bei dem dragging of the inertial frames,
siche Anhang A.3.

Lemma 3.1. Sei % der Aufsenraum der Kerr-Newman-Raumzeit. Dann gilt
W =1 Vxew.

Beweis. Zunichst gilt
r>r.2M20, (3.8)
also mit (3.2) pp >0, A> 0 fiir r > r;. Es gilt

2 2

>=r*a+ cos?® t9)r2a2 +a*cos?0 + r’a?sin® +a*sin?0 — a®sin®0
= ;o,(')(r2 + az) +(@2Mr - Qz)a2 sin20,
und damit
0<ppA=pp(r?+a®)—2Mr—-Q*pp < pp(r* +a®) + @Mr — Q¥ a’sin’0 = 3,

also ist g% = %/(ppA) > 1. O
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Bemerkungen. Mit Hilfe der Komponenten des Riemann-Tensors der Metrik (3.5) [11,
GL.(142), pp. 291], erkennt man, daBl die Kriimmung am Ereignishorizont, d.h. bei r = ry,
endlich bleibt, es sich also um eine Koordinatensingularitit handelt, die durch geeignete Koor-
dinaten wegtransformiert werden kann.

Eine wesentliche Eigenschaft des Ereignishorizonts r = r, ist, daf} es keine kausale zu-
kunftgerichtete Kurve gibt, die von einem Ereignis (z,7,0,¢) mit r < r; zu einem Weltpunkt
im Auflenraum r > r, fiihrt. d.h. ein Ereignis, welches nicht im Aulenraum stattfindet, ist dort
unbeobachtbar. Ein Beobachter im Unendlichen, wie z.B. ein irdischer Astronom, sieht also
ein Schwarzes Loch mit Radius ry; das Innere dieses Lochs ist fiir ihn, solange er im Au-
Benraum bleibt, physikalisch unerfahrbar. Siehe [26] und, speziell im Zusammenhang mit der
Schwarzschild-Losung, [42].

Wire die Einschrinkung (3.3) an die drei Parameter M, a und Q nicht erfiillt, so giibe es
keine reelle Nullstelle von A und damit keinen Ereignishorizont. Da aber fiir M > 0 immer
eine Kriimmungssingularitéit im Falle pp — 0,d.h. r - 0,6 = %, vorliegt, wiirde dies bedeuten,
daB sie von keinem Ereignishorizont umhiillt wiirde, sie ldge frei im Aulenraum. Sie wire ei-
ne nackte Singularitit. Nackte Singularitdten ermoglichen u.U. jedoch geschlossene zeitartige
Kurven, d.h. Zeitmaschinen. Da aber die Einschrinkung (3.3) keine mathematische Begriin-
dung hat, wurde zur Rettung des Kausalititsprinzips die »Hypothese der kosmischen Zensur«
(cosmic censorship hypothesis) eingefiihrt: Physikalisch verniinftige Bedingungen fiihren nie-
mals zu einer nackten Singularitét. In (3.3) offenbart sich also gewissermallen der kosmische
Zensor. Vgl. z.B. [11, pp. 377].

Korollar 3.2. Fiir den Dirac-Operator A und den Weyl-Operator L'%) in der Kerr-Newman-
Raumzeit gilt fiir w € C°(Uy, C*) bzw. ¢ € CP(U;,C?)

Re (y, Ay) =0,  Re(¢,LP¢), =o0.

1
2
Beweis. Es gilt 891° = dgn® = dgmg = 0, d.h. mit Satz 2.26 und 2.29 gilt jeweils H=0. [

Korollar 3.3. Fiir den Maxwell-Operator L=V in der Kerr-Newman-Raumzeit gilt fiir ¢ €

0 At )y ER00) -, 10, ¢
mit R \/(ReW N a25ir_120 (1 L@ (;(;)_529), (3.10)

Ref = \/lep (r—M—;—g) G-11)
und . 2v2A (3.12)

s A AV a?sin2f A2
r“+a’)|l1+ —- 1-—| +4 — 5 55
pp pp pp (r+a?)

Beweis. Zunichst berechnen wir die Eintriige der Matrix HY aus Definition 2.35. Da einer-
seits

2Re?z—£_(l_+l)+\/§ r_fvlzﬁ(r—M—r—A_)
pp\p P pp PP pp

gilt, und mit (3.2) 0,pp = 2r, 0,A = 2(r — M), also

p?p? PP

° 1 A (r—=M)pp—rA V2 rA
e
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folgt, ist

h11 =0
und
2 A
hpp = —2 Ref = —i(r—M—%).
pp pep
Man sieht sofort

Ferner ist m”a,(n°/1° = 0, d.h. hy;, = @+ 7)/V2, also

hix =

)

iasinf (1 N 1) B a?sinf cosf
2p \p p 20%p

und ebenso hys = —v/2 17, also

g = — 1as_12n€
0
Damit ist
0 hyp O
HY = ( hio o hos ),
0 hy O

und man sieht sofort, daB wegen det(Als — HY) = A(A? = hppA — (M1 hio + hoshps)) die drei
Eigenwerte Ay =0, 1» = u4 und A3 = u_ lauten. Ferner ist

194 n® = V(10 + n%)2 + 4mOmO

_rt+a? 1+A_\/(1_A)2+4 a’sin?0 A2
V2 A pp pp pp  (r*+a>? |’

d.h. mit Bemerkung 2.33 ist Apax der grofite Eigenwert von (M?D)_l. Mit Satz 2.25 folgt die

Behauptung. O

Korollar 3.4. Fiir den Maxwell-Operator L=V in der Kerr-Newman-Raumzeit gilt
2 Q@ -1 |al
_T_z (M_ Z + |d|) (¢’¢)s:1 é Re (¢’L(s )(P)szl é 2 E (¢’¢)s:1 :

+

Beweis. Mit (3.11) ist
1
Rey = r(pp—A)—Mpp). (3.13)
7 \/szpz( pp pp)

Mit
pp—A=2Mr—a’sin?6 — Q*

gilt
r(pp—A)—Mpp = Mr? - er — a®(rsin®6 + M cos’0). (3.14)

Aus r > M (vgl. (3.8)) folgt
—a’r < —a®(rsin®0 + M cos®0) < —aM,

Da wegen (3.3) rM(r — M) = Mr? — M?r < Mr? — Q*r — a®r gilt und weiter —a?M < 0 ist,
folgt damit aus (3.14)

rM(r—M) < r(pp—A)—Mpp < Mr® - Q?r.
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Daher gilt mit (3.13)
rM(r— M) <

\/§p2ﬁ2 =
(beachte: fiir M > 0 ist auch Rey >0, fiir M =0 gilt Rey = 0). Da nun

Ref < — (3.15)

25in20 2 20 in® 2 20
Re?é\/(Re7)2+a e ( 2= ) < Rej+ 450 [, & cos (3.16)
p2p pp pp pp
und
Zcos?f 1 1
+%:—_(r2+2a2c0329)<—_(2r2+2a2c0529):2 (3.17)
pp PP pp
gilt, folgt fiir p, aus (3.10)
in@
0<p, < vz 14 (3.18)
pp
und fiir u_ wegen —2Re§ — v/2|alsinf/pp < u_ < —2Rey
2 (Mr? - Q? Mr?—02
_V2(MPE-Qr i) < po < —yz Mo (3.19)
oo\ pp pp

Wegen (12 +a®)(pp+A)/1Z X 2(r2 +a®)pplZ < 2ist (1°+n%)/g% < v/2, d.h. mit (2.55)

Amax < 2V/2.

Also folgt mit pp = 1% > r?

|alsin@ <4 |al

Amax i+ = 4 — =4
pp Ty
4 (Mr?—0? 4 2
A 2 —— (M2 |a|sin9) >_= (M— <, |a|).
pp pp ry '+
Analog Satz 2.25 folgt die Behauptung. O

Folgerung 3.5. Sei a # 0. Dann ist die obere Schranke fiir den Realteil des Maxwell-Operators
echt positiv,

(¢ Amaxpi—¢) _, >0 fiir p Z0.

Beweis. Da die Ungleichungen (3.16) fiir a # 0 streng werden, sind sie es auch fiir (3.18), d.h.
es gilt
|a|sin@
O<pus < V2 .

pp

O]

Folgerung 3.6. Fiir den Maxwell-Operator der Schwarzschild- und der Reissner-Nordstrom-
Raumzeit gilt

2 Q -
% (- L)) sre @29, <o
ry ry
Beweis. Mit a =0 gilt mit (3.10) p; =0 auf ganz % . O
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3.2 Die Robertson-Walker-Kosmen

Sei k € {-1, 0, 1}, und seien .#} die drei Mannigfaltigkeiten

R*  firk=-1,0,
‘//Z"_{ RxS® firk=1. (3.20)
Seien weiter
_J 0,00) fiirk=-1,0,
I’“_{ ©O,m) firk=1. (3.21)

und damit (z, ¥, 60, @) € Rx I} x (0,7) x (0, 27r) Koordinaten von .#., wobei fiir k = —1, 0 (y,6, ¢)
€ (0,00) x (0,7) x (0,27) die Polarkoordinaten des R3 (mit der radialen Koordinate y) seien,
und fiir k = 1 (y,0,¢) € (0,7m) x (0,7) x (0,27) die Polarkoordinaten der S3 (d.h.: y ist eine
Winkelkoordinate). Ferner sei

aeC®[R,(0,00), 17— a(n), (3.22)
eine Funktion in 7 und fj: I — (0,00) die Funktionen
sinhy fiir k=-1,
k=4 x fir k=0, (3.23)
siny firk=1.

Wir schreiben im folgenden oft kurz f statt fi.. Damit sei durch

i-—1 1100, lj:@ (1,-1.0,0),
\/Ea(‘[) \/E
J 1 a(r)
n’' = \/za(‘[) (1,_1,0,0); I’ZJIW (1,1,0,0), (324)
| ! i a() fi o) N
jo_ Lt _aWwfin o
" R fep (0’0’1’sin0)’ i s 00l isin®)

eine Nulltetrade gegeben. Dabei sind offensichtlich die Komponenten von / und r» Funktionen
vonTeR, d.h. IV =1(1), l; =1;(7), etc., und diejenigen von m Funktionen von 7 und y, (7, })
€ Rx Iy, also m/ = mJ(z,y) und m j = m;(t, ). Die Spinkoeffizienten lauten

RK=6G=v=A=a=7=0,
-~ cotf - 1 (a f _ a
1 (a [ . = o

Mit (1.26) lauten die ko- und kontravarianten Koeffizienten des metrischen Tensors also

(gij) = @ diag(1,—1, - 2, - f2sin®6),

@) =~ dia (1 ISP
§ 7] 2’ f2sin?0)
Damit liest sich das Linienelement
ds? = @®(1) (dr° - dy* - f2 (1) d6” - f*(n) d¢?) (3.26)
und es gilt
Vg =a*(T) f2(y). (3.27)
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Bemerkung 3.7. Sei

Ji= { (0,00) firk=-1,0, (3.28)

0,1) firk=1,

und sei
T

o : (0,00) — (0,00), T—0(7) :fadr.
0

Da d(1) = a(r) > 0 V1 €(0,00), ist o ein Diffeomorphismus. Mit
I,=I firk=-1,0, und L=0%

sind die Funktionen fj: I — Ji ebenfalls Diffeomorphismen. Mit dem Koordinatenwechsel
(0,00) X Tk g (0,00) X ]ks (Trx) e (ty r)a

T—t=0(1), x—r=fi0, (3.29)

d.h. mit
arsinhr fir k=-1,

T=0"1(1), x:fk_l(r):{ r fiir k =0, (3.30)
arcsinr firk=1,

und mit dem Weltradius

R :=alo™ (1) /c, (3.31)
¢ die Lichtgeschwindigkeit, gilt
cdt dr
T=——, bzw. cdt=a(r)dr, dy= ———. 3.32
R LY 532
Damit lautet die Metrik
dr?

ds®=c?d* - R*(p) +12d6? + r’sin® 0 de?|. (3.33)

1—kr?
Dies ist das bekannte Robertson-Walker-Linienelement, die Metrik einer Raumzeit, die man
aus dem kosmologischen Prinzip der raumartigen Isotropie erhilt; vgl. [49] oder [26].

Fiihren wir nach (3.29) nur die Koordinatentransformation 7 — ¢ durch, so lautet das Lini-
enelement (3.26) mit (3.31) fiir k=1

ds? = c*d* — R*(¢) (dy* +sin® y d9* + sin® y sin® 0 dp?).

Der raumliche Anteil R?(z) (dy? + sin? y d6? + sin? y sin® 0 dg?) ist also genau das dreidimen-
sionale Linienelement einer in den Euklidischen R* eingebetteten Hyperkugel mit Radius R,
womit sich der Name »Weltradius« fiir R erklért; vgl. [49, pp. 149].

Die Koordinaten (1, y,0,9) heilen auch chronometrische Koordinaten des mitbewegten
Bezugssystems, vgl. [58] oder [32].

Bemerkung 3.8. Ein physikalisches Modell des Weltalls ergibt sich, wenn man mit (3.33) in
die Einsteinschen Feldgleichungen mit dem Energie-Impuls-Tensor einer idealen Fliissigkeit
(»Galaxiengas«) eingeht. Dies liefert letztendlich eine gewohnliche nichtlineare Differential-
gleichung fiir R(¢), die Friedmann-Gleichung [49, pp. 156]. Ist R(¢) Losung dieser Gleichung,
so heifit die zugehorige Robertson-Walker-Raumzeit Friedmann-Kosmos.

Fiir den speziellen Fall einer verschwindenden kosmologischen Konstante (» Vakuumener-
giedichte«) reduziert sich die Friedmann-Gleichung fiir ein materiedominiertes Universum
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(»inkohérente« oder »staubférmige Materie«) auf die einfache Gleichung (dR/d1)? = </ /| R—k,
&/ = const, die mit der Transformation ¢ — 7, R(¢) — a(r) die Form

(@)? = Aga - ka*

mit Ay = 7/c? annimmt, [51, p. 237]. Durch Trennung der Variablen erhilt man leicht die
Losungen
%Ao(coshr -1) firk=-1,

a®) =% 1 AT’ fir k=0, (3.34)
%Ao(l—cosr) firk=1

mit 7 € I;.. Mit (3.29) gilt dann ¢ = %fadr, d.h. teJ,

3 Ap(sinht—1) fiir k=-1,
t=% 13z AT fiir k =0,

3 Ap(1—sinT)  fiir k=1.

Auch fiir ein strahlungsdominiertes Friedmann-Universum kann man fiir A = 0 elementare
Losungen erhalten, vgl. [51, §26], [49, §5, speziell pp. 156 und pp. 160], [42, pp. 347] oder
[32, §§111-113].

Bemerkung 3.9. Mit (3.26) ist

00, _
g (x)= 2@ >0 Vxe€ . #. (3.35)
Mit (3.24) folgt
2
lO+nO:%, °—n®=m=o. (3.36)
Also ist (12 + n%)?2 —2g00 =0, d.h.
1
1{,70 , ,,0 05 002 00 ) _ 1,70 , ,,0y _
=|("+n’ £+ nY%)=-2 =="+n")Y= —. 3.37

Satz 3.10. Fiir den Dirac-Operator A der Robertson-Walker-Kosmen mit a = 0 gilt

i
- ﬁ (¢, ) < Re (¢, Ad) < 0. (3.38)

Beweis. Mit Satz 2.26, (3.36) und (3.27) gilt

1 a
M= @) =325 h=h=0.
Mit Lemma 2.8 ist .
- a -
fmin = -3 ?, fmax =0,
und (2.28) ergibt mit (3.37)
1
M=Ar=—.
a
Satz 2.25 liefert mit Aax = 11/g%° = a(r) die Behauptung. O

Satz 3.11. Fiir den Weyl-Operator der Robertson-Walker-Kosmen mit a 2 0 gilt
3a 1
(3)
Y (@, )1y SRe (@, L") 1) 0. (3.39)
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Beweis. Die Matrix aus Definition 2.28 hat mit (3.24) die Gestalt

(l) _ 3a 1 0 )
=2 ( 2.
wihrend die Matrix (2.40) mit (3.24) und (3.35)
4 2 (n -m° 1 0
R I ECRI b

Tgo{-mt O 1

lautet, also

0 -1 (l)__% 1 0
(M(%)) H= = a(o 1)

Mit Satz 2.29 folgt die Behauptung. O

Satz 3.12. Fiir den Maxwell-Operator des Robertson-Walker-Kosmos mit a 2 0 gilt

-V2 g (4, P)s=1) SRe (¢, LV ) 5=y < —% (6, P)s=1) (3.40)

Beweis. Nach Definition 2.35 gilt mit (3.24), (3.25) und (3.27) wegen n"d, =0

a 1 a’ f? a
hii = — — 0 =-2V2 —,
W= a2 dif? T( \/5) ‘/_az
a 1 a
hp = —~ 0, (a®f?) =-V2 =,
22 \/zaz \/§a4f2 -,;(61 f ) \/_ P
a 1 a’ f? a
h3s = - 0 =—V2 — = hyp,
33 \/zaz a4f2 T( \/z ) az 22
hi2 = ha3 = h13=0.
Da ferner (I° + no)goo =v2/a® gilt, ist mit (2.53)
_ a
(M?D) 1I"I(l) :EIS'
Daraus folgt (M{,)) "' HY = —a/a diag (v'2,1,1), und mit Satz 2.36 folgt daher die Behauptung.

O

Bemerkung 3.13. Ist a <0, d.h. beschreibt die Robertson-Walker-Raumzeit ein kontrahieren-
des Weltall, so kehren sich alle Ungleichungen (3.38), (3.39) und (3.40) einfach um. Es sei
schlieBlich erwihnt, daB in der Literatur die Hubble-Konstante H durch

a 1 dR
a?>  R(p) dt

definiert ist, s. z.B. [32, p. 445].
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Anhang A

Anhang

A.1 Die Spinkoeffizienten (3.25) der Robertson-Walker-Raumzeit

Seiew’/,a=1,2,3,4,j=0,1,2,3,ein Vierbein einer Raumzeit (.#,g). Sei weiter
Mamo = ewmijew e’ —ew’ e’

Dann gilt

A wye = ~Mow) @ (A.1)
und fiir die Ricci-Rotationskoeffizienten (1.57)
Yawi© =3 Aan o + Aavia — Abiew) (A.2)

[11] oder [32, §98] (beachte die unterschiedliche Anordnung der Indizes von A und y in [32]).
Wir schreiben (A.2) um zu

_1
Y@ =3 Aawe) — Ao + Ao@m) (A.3)

Sei nun

V=ew!, nl=epl/, mi=eg!, m=eq

mit der Nulltetrade (3.24). Dann berechnet man

S ) ) a
—J. (1] 1]ty — 7. LT _ T 0y —
/1112—11,](1 n'=Un")=1;;(I'n"=1"n") = \/Edz’
und analog
a 1 (a f' 1 (a f cotf
A= —2 2 :—(—+—), A =—(———), Aszy = :
v T vaala ) TP Rala F ) T Vaay

A113 = A123 = A132 = A133 = A213 = A223 = A233 = A314 = A324 = 0;

ferner ist wegen der Antisymmetrie (A.1) Va, b=1,...,4
Aaba =0.
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Damit folgt mit (A.3)
Y311 = 3 (Aa11 — Az +Ais) = —A133 =0,

=1 (A314— Mgz + Agz) = -2 ——A_——L(f}ﬂ)
Y314 2 314 143 431 143 134 \/za a f ’

a
v2a?’
Y341 = 3 (A3a1 — Aa13 + Mi3a) = 3 (~Aiza + Az1a + Aiza) =0,

Y313 = 3 (A313 — M3z + Ag31) = —A133 =0,

Your = 3 Ao — Mz +Ai21) = —Apz =

— 1 (a !
Y243 = 5 (Aoas — Aazo + A324) = 5 (243 + Aosa) = J3a (E - %) ,

a
V2a?’
Y342 = 3 (Maaz — Aazs + Aosa) = & (Aoza + Azpa + A234) =0,
Yoas = 3 (A2as — Az + Aazq) = 3 (Mazs + Aazz) =0,

Y312 = 5 (A312— M2s + A231) = 5 (=213 — A12g — Aiz2) =0,

Yo12 = 3 (A212 — Mzo + A2a1) = —A1z2 = —

Y212 = 3 (A21a — Mz + A1) = 3 (213 — d1z2 — A123) =0,
cotf

V2af’

Y344 = 5 (A344 — Aaaz + Aaza) = 3 (—Aszs— Agsa) = —

Yoaz = 3 (Aoaz — Aazo + Ao24) = A223 =0,
Yoa1 = 5 (A2a1 — A1z + M2a) = 5 (=Aisz + Ao1z + A23) =0,

Y213 = 5 (A213 — M3z + A321) = —3A123 =0,
cotf

V2af

Y343 = 3 (A3as — Aazs + A3za) = A3za =

Mit (1.57) folgt daher (3.25).

A.2 Thermodynamik Schwarzer Locher und Superradianz

Es sei die Kerr-Newman-Raumzeit aus Kapitel 3 gegeben. Fiir einen Beobachter »im Unend-
lichen«, d.h. fiir r — oo, strebt die Kerr-Newman-Metrik asymptotisch gegen die Metrik des
(flachen) Minkowski-Raums in Polarkoordinaten,

ds? = de? - dr? - r?(d6? +sin?6 dg?).

Daher ist Kerr-Newmans Schwarzes Loch eine asymptotisch flache Raumzeit, siche z.B. [26].
Man sieht sofort, daf} die Metrik (3.5) neben den Singularititen r = r.. (3.7) eine weitere
fiir p = 0 aufweist, d.h. genau dann, wenn

{ r=0, fiir a=0,

r=0,u=7% fira#o.

Mit Hilfe der Komponenten des Riemann-Tensors der Metrik (3.5) [11, Gl. (142) p. 291] er-
kennt man, dall die Kriimmung fiir r — co gegen unendlich geht. Wie man mit asymptotisch
cartesischen Koordinaten erkennen kann, ist diese Singularitit nicht punktformig, sondern hat
die Gestalt eines Ringes, der nur in der Schwarzschild-Metrik zu einem Punkt degeneriert [11,
p. 306ff].

Da die Kerr-Newman-Raumzeit stationdr und axialsymmetrisch ist, also d; und 9,, Kil-
lingfelder sind, s. [10] und [31], ist ein Beobachter, der sich ldngs einer Weltlinie r = const,
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0 = const mit uniformer Winkelgeschwindigkeit QO bewegt, ein stationdrer Beobachter. Seine
Winkelgeschwindigkeit, die im Unendlichen gemessen wird, ist

d ;

Q=Q(r,0) = = _ 2

dt t
(" bezeichne die Ableitung nach einem Bewegungsparameter 7, z.B. der Eigenzeit des Be-
obachters). Das Vektorfeld eines stationdren Beobachters ist proportional zu 0, +Qd,,. Die
Bedingung, dal} dies Vektorfeld zeitartig ist, d. h.

g0 +Q0yp, 0r+Q0p) = grt +2Q81p + Q0 gpp >0

impliziert
Qmin < Q < Qmax
mit
Qmin=Q—\/Q - 8t/8pp » Qmax =Q+1/Q— 81t/ 8y »
wobei

oo CMr-QYa _ &y
z 8op

Sei ohne Beschriinkung der Allgemeinheit a > 0 (wende sonst die folgende Uberlegung einfach
auf Qpax statt auf Qpin an). Es gilt mit (3.7) im AuB8enraum r > r,

Qnmin20 © 84S0 (8pp<0Vr>0) & r2re. (A4

Somit ist die Hyperfldche r = r, die Grenze, innerhalb der es keine (beziiglich einer Beobach-
terin im Unendlichen) statischen kausalen Teilchen mehr geben kann. Ein kausales Teilchen
in der Ergosphire muf} also um die Symmetrieachse 6 = 0 rotieren, es wird von der Rotation
des Lochs gewissermaflen mitgezerrt. In der Literatur wird dieses Phdnomen dragging of the
inertial frames oder Thirring-Lense-Effekt genannt.

Es gilt Qmin = Qmax =Q < Q= g1t/ 8pp < 8118pp = g?w; mit den Identititen

pp—2Mr +Q* = A—a®sin?#,
2Mr—Q2 =r’+a’-A,
und multipliziert mit p? 5% sin=2@ ist dies dquivalent zu
—(A - a*sin®0) ((r2 +a?)? - a?sin? 9) = a*sin®0 (r* +a* - A)
= 0= A((r2+a2)2—2azsin20(r2+a2)+a4sin49)
= A(r? + a® — a*sin? 6)2 = Ap?p?;

dies ist aber dqivalent zu A = 0. Mit anderen Worten kann auf dem Ereignishorizont r = r ein
kausales Teilchen nur noch mit der Winkelgeschwindigkeit

— aMr—Q?
o (r2 + a?)?

rotieren. Mit (3.7) folgt 2 = (M? + v/ M? — Q? — a?)?> = 2Mr, — Q* — a?, d.h.
r2+a*=2Mr, — Q%

Also gilt
a
Q=

=—. A.S
r2 + a? (A-5)
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Diese Konstante ist die im Unendlichen gemessene Winkelgeschwindigkeit des Schwarzen
Lochs.

Bilden wir die auf den Hyperflichen r = const induzierte Kerr-Newman-Metrik (3.5) mit
dr = 0 und gehen auf den Horizont tiber, r — r,, so erreichen wir

>, sin%0
_ _ de
P+0+ DI

, @M, -Q%a 2

ds?| = dt| —psp.do?

r=const—r,
mit p. =r; +iacosf, Z, = (r?r +a®)?. Mit 2, =2Mr, —Q?) folgt

212
2 _ @2Mry-Q9)
dsL:wmbﬂ+__ =

sin?0 (dg + Qg dt)* - p, p, dO2.
P+pP+

Damit folgt fiir jeden Schnitt df =0, also t = f(0,¢) = const fiir eine stetig partiell differen-
zierbare Funktion f mit der Periode 27 in ¢, das Oberflachenelement

Mr, - Q*

2
N2 =|p+1dO A sin@ dg = 2Mr, — Q*)sinf df A dg

lo+

(Anders ausgedriickt: 12 = |/8p98pe dO A dg). Das heilit fiir die Oberfliche des Schwarzen
Lochs

no2n b4 2m
A = f fn2= @Mr, - Q% fsin@d@ fd(p = 4w (2Mry - Q%) = 4m(r? +a?).
0=0¢=0 0=0 ¢=0

Da A unabhingig von dem Schnitt d# = dr = 0 ist und nur von den drei Parametern M, a und
Q abhingt, ist die Oberflache eine charakteristische Grofle des Schwarzen Lochs [11, p. 317],
(49, p. 274].

Hawkings Oberflichensatz. Unter den beiden Voraussetzungen:

(i) die schwache Energiebedingung gilt, d. h. fiir die Energiedichte Ty ist in allen Bezugs-
systemen Ty = 0;

(i1) es gibt keine nackten Singularitéiten (Kosmische Zensur),

folgt, daB} die Gesamtoberfliche eines Systems von endlich vielen schwarzen Lochern im Laufe
der Zeit nicht kleiner werden kann.

Speziell fiir ein einzelnes schwarzes Loch gilt also, da3 die Oberfliche eines schwarzen
Lochs durch keinen ProzeB3, der die schwache Energiebedingung erfiillt, verkleinert werden

kann; es gilt also immer

f&é;zo

dt
Beweis. Ein Beweis ist in [26, p. 318]. ]

A.2.1 Thermodynamik schwarzer Locher

Mit Hawkings Oberflachensatz liegt es nahe, die Oberfliche eines schwarzen Lochs mit der
Entropie in Beziehung zu setzen. In der Tat definierte Bekenstein [6] die Entropie eines schwar-
zen Lochs durch Sy, = %1—712A, oder in konventionellen Einheiten

3

er
Ax1,46-108 28
8nhG K cm?

Sbh =
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wobei k die Boltzmann-Konstante und G Newtons Gravitationskonstante ist. Analog der klas-
sischen Thermodynamik lassen sich vier Hauptsidtze der Thermodynamik schwarzer Locher
aufstellen [3, 25]:

Erster Hauptsatz.
dM=0dA+Qyd/+®dQ.

Hierbei ist © = % ~1075(My/M) K die Temperatur des schwarzen Lochs mit der Oberfli-
chenschwerkraft (surface gravity)
ry—M

K= ————,
4(rf +a?)

(My: Masse der Sonne), und

Qry

D= .
2, 2
ri+a

Siehe [25, Gl. (2)-(6)] fiir die Angabe der Groflen in konventionellen Einheiten.

Zweiter (verallgemeinerter) Hauptsatz [25].
dS+1dAzo,

wobei S die Entropie der Materie aulerhalb der schwarzen Locher ist, und A die Summe der
Fliacheninhalte aller Ereignishorizonte.

Nullter Hauptsatz. Die Temperatur © ~ « ist konstant auf dem Horizont.

Dritter Hauptsatz. Es gilt immer x > 0, und kein endlicher Prozef kann die Temperatur auf
© =« =0 bringen.

Setzen wir nun im Fall einer Kerr-Newman-Raumzeit

M; A 1\/ 2+a? 1\/2M Q?
iri=\—==-\/rs+a-=- ry —Q-.
i 160 2V '~ 2 *

Stellen wir diese Gleichung um, so erhalten wir'

2 2 2772
a? M

MZ:(MM+Q—) +—
4Min)  4M2,

Der Term Q?/4M;,; ist als elektromagnetische Selbstenergie auffabar, und a2M2/4Mi7;r als
Rotationsenergie. Nach Hawkings Oberflichensatz gilt

dMirr é 0,

weswegen M, irreduzible Masse des schwarzen Lochs heilt. Sie kann nicht abnehmen, wenn
das schwarzes Loch mit Strahlung oder Materie wechselwirkt. Fiir ein Schwarzschildsches
Loch mit a = Q = 0 ist My = M. Die maximale Energie, die aus der Rotation eines ungela-
denen schwarzen Lochs, d.h. bei Q =0 # a, gewonnen werden kann, ist AM = M — M;, also
(a* < M?)

AM L\ 1 T-@P<1-L~
W =1-J5V1+VI-@IMP S 1- 55~ 0,293,

@M? _ CMEAQH? a2 MEr24MPa® | o ri+a?

irr
2 T 2 2 T 2 2
41Mirr 4Mirr 4Mirr 4IVIirr 4I\/Iirr

2 \2
Igs gilt (Mirr"' 41\0/1?] + = M2
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A.2.2 Superradianz als Folge des Oberflichensatzes

Entsprechend dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik schwarzer Locher gilt mit Q = O,

r+—M:% M?—a?und J = aM

8

OdA= ———— 2M*r dM +Jd)).
MVMZ— &2 '
Ein Strahlungsfeld v = R(r)S(0) e/ @9 hat im Koordinatensystem des asymptotischen Be-
10y

oy 1 6_1//) _
v ot - yop’ —
m, und mit dM = E und dJ = —L (minus, da dJ sich auf die Anderung des Drehimpulses des
schwarzen Lochs bezieht, und nicht auf die des Feldes; vgl. [11, p. 524]) gilt

obachters am Horizont die Energie E = Im ( ) =w = 0 und den Drehimpuls L = Im (

dj=-Zdm.
w
Aus dem Energiesatz folgt daher
16
oar= (1,0, au.
MZ _ az w

Mit dem Oberflachensatz dA O schlieBen wir sofort
w<-mQy <= dM<O.

Unter der Voraussetzung «w < —mQpy extrahiert ein monochromatisches Wellenfeld Energie
aus dem schwarzen Loch, solange das Feld der schwachen Energiebedingung geniigt.

A.3 Der Penrose-Prozef3

Eine wesentliche Eigenschaft der Kerr-Newman-Raumzeit in den Boyer-Lindquist-Koordina-
ten (z,1,0, ) ist, daB3 die Koordinaten ¢ und ¢ zyklisch sind [2], da} also die kanonisch kon-
jugierten Impulse p; und p,, erhalten bleiben. Sie werden Energie und Drehimpuls genannt
(entsprechend den beiden Symmetrien der Raumzeit, Stationaritit und Axialsymmetrie, s.0.).
Innerhalb der Ergosphére, r < r,, vgl. (A.4), ist das Vektorfeld 0/0¢ raumartig:

g(%) =81t <0.

Man stelle sich nun folgendes Szenario vor: Ein (zeitartiges) Teilchen mit dem Viererimpuls
P = (P, PryPo, Pyp), &p,p) > 0, spalte sich in der Ergosphiire in zwei Teilchen mit den Viere-
rimpulsen p'V und p®. Da die Energie-Impuls-Erhaltung erfiillt sein muB, gilt allgemein
p=pV+p?.
Nun ist es aber durchaus moglich, daB fiir den Viererimpuls p'V, der ein zeitartiges zukunftsge-
richtetes Vektorfeld ist, das Skalarprodukt mit dem in der Ergosphére raumartigen Vektorfeld
0/0t negativ ist, d. h.
< 0.

r<re

0
(1),5)

v
Da andererseits gilt

m 9\_ w_ o
o 2=

kann das abgespaltete Teilchen (1) also negative Energie haben. Mit der Eigenschaft

54



Ergosphire

Abbildung A.1: Der Penrose-ProzeB.

o< 2)-b". 2) b 2)

also E=EW + E@ folgt dann

E<E®,

Mit einem derartigen Abspaltungsprozefl kann man also Energie aus dem Schwarzen Loch
extrahieren. Notwendige Bedingung ist, dall die Ergosphére iiberhaupt existiert, also r, > ry
gilt. Dies ist mit (3.2) und (A.4) dquivalent der Bedingung

a®cos?0 < a.

Insbesondere ist also a # 0: Das Schwarze Loch muB rotieren, damit der Penrose-Prozef3 statt-
finden kann. Misner, Thorne und Wheeler [37, pp. 907] zeigen fiir ein Teilchen mit Energie E,
Drehimpuls L und Ladung e, daB fiir die minimale Energie, die das Teilchen haben muf3, um
den Ereignishorizont iiberqueren zu kénnen,

L,a+eQry

Emin = —————
ri+a

gilt. Dies ist im Einklang mit dem ersten Hauptsatz der Thermodynamik schwarzer Locher.
Fiir einen AuBlenraumbeobachter ist Enj, gleichzeitig der minimale Energieverlust. Da der
maximale Energiegewinn E; = E® — E gerade der minimale Verlust ist, das heit AE = —Epin,
folgt
_Lza+eQry

Es=
r2 + a?

Damit der Energiegewinn E positiv sein kann, E > 0, d. h. damit ein Teilchen negative Energie
—E haben kann, muf3 insbesondere die Bedingung L,a+eQr < 0 erfiillt sein; das Teilchen muf3
geniigend groflen, dem Schwarzen Loch entgegengesetzten Drehimpuls oder geniigend grof3e
entgegengesetzte Ladung besitzen.

Mit anderen Worten: Mit einem (fiir einen Beobachter im Unendlichen) Energiegewinn
der GréBe E > 0 durch den Penrose-Prozel3 verringert sich die Masse des Schwarzen Lochs um
den Wert dM = —E; gleichzeitig nimmt der Drehimpuls des Lochs mit dJ = —L, und/oder die
Ladung mit dQ = —e ab (vgl. [37, pp. 904-907] und [11, pp. 373-375]).
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A.4 Teukolskys Herleitung der Superradianz fiir die Kerr-
Raumzeit (Q = 0)

Sei s € {0, i%, +1, +2}. Dann heifit der hyperbolische Differentialoperator

r? +a®

0%  4aMr &2 (a2 1 )62

L= - 2'26)—+ = —=
s ( CYIS2Z T TN G199\ A sin?0) 0¢?

0 0 1 0 0
_A—S_ AS+1_)___( . 0_)
ar( ar) sin6 a0 "

2_ 2
_ZS(M(r as)
A
(a(r—M) iacos@
—-2S

0

—r—i | —

r —iacos )dt
0

— +s°cot’O—s
)

A sinZ6

Teukolsky-Operator mit Spin s. Teukolsky [55] gelang es zu zeigen, daf} die Differentialglei-
chung £,y = 0 die Wellengleichung fiir ein quellenfreies Feld mit Spin s im Aulenraum des
Kerrschen Schwarzen Loches (Q = 0) darstellt, d.h. fiir s = 0 ein skalares Testfeld, fiir s = 4_-%
ein Neutrino-Testfeld, fiir s = +1 ein elektromagnetisches Testfeld, und fiir s = +2 eine gravi-
tative Storung der Metrik. Siehe auch [18].

Sei nun die Transformation der radialen Variablen r, : (ry,00) = R, r — r.,

2Mr, r 2Mr_ r
r«(r):=r+ In - In
Ty —1- ry—1 Ty —7- r-—1

gegeben. Es gilt

dr. r?+a®

dr A

)

sowie
2Mry

r—oo ry —r—

T's In(r—ry).

Fiir die Schwarzschild-Raumzeit mit a = 0 folgt wegen r, = 2M und r_ = 0 nach Grenzwert-
betrachtung (x-In(1/x) e 0)
Te = r+2Mln(L - 1).
2M
Sei K : (r4,00) — R eine Funktion der radialen Variablen,

K =Ky, m:a(r) = (r’+a®)w+am. (A.6)

Eine wichtige Eigenschaft der Kerr-Raumzeit besteht nun darin, daf die Spinwellenglei-
chungen separierbar sind. Sei Sei s € {0, i%, +1,+2}. Dann wird ein quellenfreies Spin-s-Feld
mit der Frequenz w € R, und dem Drehimpuls m € Z in der Kerr-Raumzeit durch die Wellen-
funktion

Ww(t,1,0,p) = @I R (r)S:(6)

beschrieben. Dabei geniigen die Funktionen S; : [0, 1] — R der gewohnlichen Differentialglei-
chung (A ist die Separationskonstante)

1 d dSs)

— (sinH

sinf do do

m+ scot)?
+ ()L—Zaa)m— a’w?sin®0 +2awscosO — # —|s]|Ss=0.

sin%0
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Mit den Randbedingungen, da3 S bei 8 = 0 und 0 = 7 regulér ist, und mit der Normierung
J Ssin6d6 =1 ist dies ein Sturm-Liouvillesches Eigenwertproblem, und die allgemeine Lo-
sung 148t sich durch Eigenfunktionen ng’“w's) entwickeln, die Verallgemeinerungen der Ku-
gelflichenfunktionen darstellen (spheroidal spin-weighted functions), vgl. [11] oder [55].
Fiir die Radialfunktionen R : (r},00) — R gilt mit den Bezeichnungen P|g := A¥IRj5 und
P_jsii= Ry
T,Ps = 0.

Hierbei ist der Operator T definiert durch

: d? d
Ts = d_rf +gsd—r* +fs
mit
K?+2i(r—-M)K . A
fs = 2t ad)? — (diswr — Q) —(r2+a2)2
N 2amw N a>m? - AA
B r?+a’  (r’+a??
2is 5 9
_m(Zer—w(r +a”)(r—M)—am(r—M))
und

_,(-lshra- |sIM(r? + a?)

8s:

(r2 + a?)?
_2r 2slr-M)  AMr?
r’+a>  r’+a®  (r*+a?)?

Die Funktionen P und S heillen Teukolsky-Funktionen.

Bemerkung. Der Operator T ist konjugiert komplex zu T_g, dem Radialoperator fiir Wellen
mit Spin —s, d. h. es gilt
T_¢P_s=TPs=0.
Allgemein 148t sich eine lineare gewdhnliche Differentialgleichung zweiter Ordnung

V' +gy + f)y = h(x) (A7)

wobei f(x), g(x), h(x) stetige komplexwertige Funktionen auf einem beschrinkten oder unbe-
schrinkten Intervall I sind und g(x) stetig differenzierbar ist, durch die Transformation v — u,
die durch

W =u exp (—%fg(f)df) (A.8)

mit einem beliebigen xg € I gegeben ist, durch einfaches Einsetzen in (A.7) auf die Gestalt

2 ! 1 -
W'+ f(x)—ng—%”)uz h(x)eXp(Efg(é)dé)

bringen (vgl. z. B. [23, p. 323)).
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Lemma A.1. Gegeben sei der Operator

d? ) $ 1d
Aslzd—r$+qs, wobei qS:fs_i_s_Ed_ig.

Mit der Transformation

ist dann die Teukolsky-Gleichung TsPs =0 dquivalent zu Asug = 0.

Beweis. Zunichst ist

r’ +a? 2r 2(r—M) r2dr
fgsdr*=fgs A dr=der—|s|f—A dr-4M —(r2+a2)A'

Einerseits erreicht man durch Partialbruchzerlegung
2r 2
f —dr=
A ry —r-—

r2dr 1 2 9
m=m ln(r +a )+

andererseits sieht man sofort

(reIn(r—ry) = r-In(r-r.))

und

— (reIn(r—ry) —r-In(r-r2))|,

re—T_

[ESTTE
A

Damit folgt
1
exp (—fgsdr*) = A's‘/z(r2 + az)llz,
2
und mit (A.8) folgt daraus die Behauptung. O

Bemerkung A.2. Die Funktion g verhilt sich am Horizont, d. h. fiir r, — —o0, und im Un-
endlichen, r, — +o0, folgendermal3en:

2

N am is(ro — M) o )
qs —— w - o(r—ry
re—=-00 r2 + a? r2 + a?
2isw
2 -2
ds Iy —+00 w r +o(r )

Beweis. Zunichst gilt

(r +a®)? = @Mry —2a*)? = 4(M*r? = 2Mr,a* + a*)
= 4(M*r2 - a*2Mr, — a?) = 4(M? - a®)r?;

andererseits ist aber (1, — M)%2 = M? — a?, d. h.

(rf —a®)? =4ri(r, - M)*.

Daher gilt fiir g
) 45> M?(r2 — a®)? folr—r) = 45%(ry — M)? folr— 1)
S T (r2 + a®)* i (r2 + a?)? o
Damit folgt sofort das asymptotische Verhalten von gs; am Horizont. O
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Satz A.3. Sei us Losung von Asus =0, und seien

kim 0+ o~ mQy = (A.9)
ri+a ry+a
:S(r+_M):S\/m (A.10)
s+ a? 2Mr, '
Dann gilt fiir das asymptotische Verhalten von u
Us =52 grs e O 4 o ro el
s —— Bine T+ By (A.11)

mit den Amplituden <y, Aout, PBin, Bout € C. Wegen ry —r_ =2V M? — a? folgt . lim e*'’™
x> —00

= lim eis/ZlnA — Aislz’ also

r—ry

Us %inA—s/Z e—lkr* + @outAS/z elkr* .

Iry——00
Bemerkung A.4. Wegen

gilt fiir alle se Z
RS = A—S/Z(r2+a2)—l/2us.

Damit folgt fiir das asymptotische Verhalten von R;

—iwr, eiwr*
Rs = &4 r + Fout p2s+1’
RS r::() e@inA_s e_lkr* + %Out elkr* .

Die Randbedingungen am Horizont erfordern eine gesonderte Behandlung. Betrachten
wir zu diesem Zweck den Wellen-Vierervektor k; = Im(ia jw) einer Welle v in der Kerr-

Raumzeit,
+ a? 1 dug
kj= ((u, A Im(u—s ar. ), kg,m) .
Es folgt fiir die Komponenten k(,) bzgl. des Minkowski-Vierbeins (1.22) mit (A.6)

r2

ATIkj = %(lu nh)k;

:%((rztaz)wi(r2+a2)k+um+%((r2+a2)w+am)7r(r2+a2)k)
e 2K
und entsprechend

AZlkj= \/%(lj —nhkj — (3K £(r*+a?) k),
sowie AX/k = AYik 7 — 0. Damit gilt also am Horizont r — 1y
ki = (T7kj, X kj, Y7k}, Z7kj) w=— 55 (K(14),0,0,K(r4) +2(r} + a®) k).
Da dies eine lichtartige Welle darstellen soll, muB notwendig n®® k) k) =0 gelten, d.h.
IK(ro)| = 1K(ry) £2(r +a®)kl,  also  + (2 +a®)k=—-K(ry).

Mit (A.9) kann daher nur das untere Vorzeichen gelten. Daher lautet die allgemeine Losung
der Radialgleichung am Horizont

Us By e ke

Ty ——00

Vgl. dies mit der Sommerfeldschen Ausstrahlungsbedingung im flachen Fall [50, p. 172].
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Satz A.5. Fiir eine Welle in der Kerr-Raumzeit mit der Frequenz w und dem Drehimpuls m
gilt das Erhaltungsgesetz

k
| outl® = |inl* = = | Binl*.
)
Beweis. Sei us Losung der Gleichung A;ug = 0 mit dem asymptotischen Verhalten

s —iwr, - Jiwr,
Us —F% ST, e + outl " €

Ug @ln e_lkri‘< .

I's ——00

Sei ferner v_g eine Losung von Asu = 0 mit dem asymptotischen Verhalten

-5 —iwr, S iwT,
V_s = Foo %utr* € +~Q{inr*e

v_s r*—’——O)O @1{1 e_ikr* .
Aus A_sv_g= Asv_g folgt Asi_s =0, d.h. i_ ist eine Welle mit Spin +s (die aller@gs wegen
ihres Verhaltens am Horizont, r, — —oo, natiirlich physikalisch nicht realisiert ist, %j, ist jetzt
die Amplitude einer auslaufenden Welle!). Fiir die Wronski-Determinante der beiden Losungen
ug und v_g gilt asymptotisch

- . 2 2
[us, -s) ==z 0(Foul” —|nl")

rm —lklﬂuﬂz.
Da die Wronski-Determinante fiir eine Gleichung der Form u” + qu jedoch konstant ist, folgt
sofort die Behauptung. O

Korollar. Fiir Wellen mit
O<w<-mQpy

gilt mit (A.9) k <0, d.h. mit Satz A.5

2 2
| outl” > |.%in|”.

A.5 Spin-Strukturen iiber Raumzeiten

Sei (#,g) eine zusammenhingende Raumzeit, und sei (E(.#, p,.#;0(1,3)) das Biindel der
pseudoorthogonalen 4-Beine iiber (.#,g). Dann gilt: (.#,g) ist genau dann raum- und zei-
torientierbar, wenn E vier Zusammenhangskomponenten hat + und sich auf die Untergruppe
SO™*(1,3) reduzieren 14Bt; der Totalraum dieser Reduktion ist zusammenhéngend, vgl. [4], auch
beziiglich der Verallgemeinerung auf n-dimensionale pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkei-
ten.

Seien (.#,g) eine raum- und zeitorientierbare Raumzeit und A : SL(2,C) — SO*(1,3) die
zweifache Uberlagerung (1.30). Sei weiter f: Q — E(.#) eine differenzierbare Abbildung,
und sei (Q, q,.#;SL(2,C)) ein differenzierbares Prinzipalbiindel. Das Paar (Q, f) heiflt Spin-
Struktur von (. ,g), wenn (Q, f) eine A-Reduktion von E(.#) ist, d.h. wenn das Diagramm

QxSL2,C) - 0

L rxa | NI
E(#) x SO*(1,3) = E(#) 2 o

kommutiert, wobei ¥ und @ die Rechtswirkung der Gruppen SL(2,C) und SO*(1,3) auf den
Totalrdumen Q und E(.#) bezeichnen.
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Man kann zeigen, daf alle raum- und zeitorientierbaren offenen Raumzeiten genau dann
eine Spin-Struktur besitzen, wenn sie parallelisierbar sind [20]; insbesondere sind dies global
hyperbolische Raumzeiten sowie eine Reihe bekannter kosmologischer Modelle [21]. Allge-
mein hat eine raum- und zeitorientierbare pseudo-Riemannsche Mannigfaltigkeit genau dann
eine Spin-Struktur, wenn ihre zweite Stiefel-Whitney-Klasse verschwindet [7]. Es ist zu bemer-
ken, dal im Gegensatz zu dem Fall der geschlossenen Riemannschen Raumzeiten bei nichtori-
entierbaren pseudo-Riemannschen Mannigfaltigkeiten die Eigenschaft, eine Spin-Struktur zu
besitzen, nicht ausschlieBlich durch die topologische Struktur der Mannigfaltigkeit bestimmt
ist; sie kann von der Metrik abhéngen [4, p. 78].

Sei schlieBlich Spin (.#,g) die Menge aller Isomorphieklassen von Spin-Strukturen von
(A ,g), wobei zwei Spin-Strukturen (Q, f) und (Q', f) isomorph sind, wenn ein Isomorphismus
F:Q — Q' existiert, so daB das Diagramm

QL 0
NP

E(A)

kommutuiert. Dann gilt
Spin(/#,g) = H' (M, Z2),

s. [4, p. 94]. Insbesondere besitzt eine einfach zusammenhédngende Raumzeit hochstens eine
Spin-Struktur. Sie besitzt genau eine, wenn ihre zweite Stiefel-Whitney-Klasse verschwindet
[4, p. 98].
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