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In diesem im Wintersemester 1992/93 entstandenen Aufsatz wird das Verhalten skalarer
(“Spin-0") Wellen in Raumzeiten behandelt, das sich mit der Dispersion von Wellen in einem
Medium vergieichen 148t. Wesentlich fiir diesen Zugang ist die Einfiihrung eines komplexen
Eikonals. Damit ist die Wellengieichung squivalent zu der komplexen Fikonalgleichung (32)
auf Seite 65, Sie gilt exakt, im Gegensatz zur reellen Eikonalgleichung in der geometrischen
Optik. Im spezietlen Fall giner Kerr-Newman-Raumzeit entspricht damit die Superradianz
bestimmter Wellenmoden einem {Jberschallphénomen.



Dispersion skalarer lichtartiger Wellen
in Raumzeiten

1. Homogene Funktionen
Fiir einen beliebigen Multiindex a ¢INP und einen Vektor 6€R¥, pclN, beniitzen
wir im folgenden die gewthniichen Bezeichnungen
leel = oty + . . . +ap, at =gl ... ra,t,

alel
56, - - 59pa'p .

xE=—x® . | x7P, Dy =

Definition 1. Sei pelN, und sei f: RP\{0} > € eine stetige Funktion. f heilt homogen
vom Grad g€R oder g-homogen, wenn fiir jedes A€(0, ) und 9 cRA\{0} gilt

F{28) = A% (6). {1)

Die Nullfunktion f(6)=0 ist homogen vom Grad g mit g¢R beliebig. Die kon-
stanten Funktionen f(8) = c¢C, ¢+ 0, sind homogen vom Grad g=0. In Fig.1 sind
die Graphen einiger homogener Funktionen aufgefiihrt.

Bemerkung 2. Sind 7, §,. f,: R"\{0}— € homogene Funktionen vom Grad g. so ist die
Funktion f,+f, homogen vom Grad g, die Funktion f,-fo homogen vom Grad 2g
und die Funktion (f)” filr reR homogen vom Grad g'r. Dies folgt aus den offen-
sichtlichen Identititen (f,+f,)(08) =38, (6)+£,(0)), (fif2)(28) = 225(£,(8) f,(8)),
Fr(08) =X f7(0).

Bemerkung 3. Ist f: RP\{0}>C homogene Funktion vom Grad g¢R, und sind f
und £, der Real- und Imaginirteil von f, d.h. f=fi+ifs mit fzRP—R, i=1,2, so
sind f; reeliwertige Funktionen vom Grad g.

Lemma 4. Seien k, geN. Ist f: RP\[0}— C eine homogene C k_Funktion vom Grad g,
so gilt fiir reN, r <k, und 8 crP\{0}

> ""—“D“ff)e“ = (%) r@), (2)
leel=r )
und es existiert ein {€]0,1], so daB
D% A8 ) 8%

leel=k
Beachte hierbei, daB (§) =0 flir r> &

57




1.1
L}
1

LT |
L Y
LM |
1
141

H
1
1
11!
i3
L1
T 1)

g=0: f(8,0;) =exp (—- —512—

i -
g=1 f(6,,05)=v6,2+8,2 (Kegel) g=L f(91,62}=9—12%_’?22—

g=1  F(6,.05)=10,l+16,) g=2:  f6,.65)=6—6,7

Fig. 1. Graphen verschiedener homogener Funktionen. Beachte, dad die Graphen fur g=0 am Ur-
sprung (0, 0) nur niherungsweise berechnet sind: Die Funktionen sind dort nicht stetig.
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Beweis. Aus der Homogenitdt folgt direkt F((1-+1)0)={1+ AEF(B) ¥Ya> —1.
Weiter 30 < e <1, so daB YAc(—¢, £} die Funktion &~ f{((1+ 2)0) in eine Taylor-Reihe
um 6 entwickelt werden kann, d.h. 3¢€[0,1], so daB, wegen (1+ A6—6 =8,

J{(14+2)8) = 7(8) + i%pc—a%pgf(e)e“a'm + iZlk-m!—,Dg,'-',f((1+:,1).9)&“,1'*. (3}

o o=
Fir alle A¢(—¢,¢) muB diese Entwicklung aber gleich (14 2)8f(@) sein, d.h. mit
der binomischen Formet 3.8 (%) £(8) =f((14-1)8). Durch Koeffizientenvergleich

nach den Potenzen von ) liefert dies mit (3) die Behauptung.
U

Der folgende Satz ist flir g¢IN lediglich ein Korollar aus Lemma 4, er 188t sich
jedoch allgemeiner fiir gcR formulieren:

Satz 5 (Satz von Euler). Sei f:RP\[{0}—C eine stetig differenzierbare homogene
Funktion vom Grad gcR, und bezeichne {-,->; RPXRP—-R das gewthnliche Skalar—
produkt. Dann gilt fiir 8eR”\{0}

{grad £(8), 6> = gf(9). (4)

Ferner ist jede der p Komponenten von grad f, 3f/66,: R0} >C, v=1,...,p, eine
homogene Funktion vom Grad g—1.

Beweis. Sei 6 R™\[0}. Dann ist = py: (0, ©)— C, p{A):=f(08) stetig differenzier—
bar. Einerseits gilt YA >> 0 nach der Kettenregel p'(A) =<{grad f()8), 8>, andererseits,
wegen der Homogenitit von f, (}) = 2%f(8), d.h. '(}) =228 1£(0). Speziell fiir A =1
ist also {grad f(6), 8> = /(1) = gf(6), d.h. es gilt (4). Damit folgt jedoch V6 cR™\{0}

&f(26) =<grad £(26), 26>

Fir die linke Seite gilt gf(10)=3%gf(8), wihrend die rechte Seite wegen der
Linearitdt des Skalarprodukts {grad f(28), 20> = 3{grad f{38), 8> lautet. Dividiert
durch X¥> 0 ergibt sich also

8F(6) = <At "% grad £(26), 6>.
Mit (4) folgern wir nach Koeffizientenvergleich grad f(10) = X2 grad £(6). []

Folgerung 6. Sei f: RP\{0} — C homogene C*-Funktion vom Grad gcR, k2 1. Mit dem
Satz von Euler ist dann 3f/88, fiir v=1,...,p homogen vom Grad g—1. Mit
Bemerkung 2 folgt weiter, daB die Funktion V:RP\{0}—C,

V{6) =[Re grad £(9)| =T (Re 3//36,)?, (5)

eine homogene (k—1}-fach differenzierbare homogene Funktion vom Grad g—1 ist.

Folgerung 7. Ist f eine nirgends verschwindende homogene C!-Funktion vom
Grad g<R, g+ 0. Dann hat f keine kritischen Punkte, d.h. grad f(8) 0 ¥ 8ecRP\{0}.
Denn wire grad f(8) =0 fiir ein 6, so gilte mit dem Satz von Euler gf(§) =0.

Folgerung 8. Ist f homogene C!-Funktion vom Grad g¢R, und ist 8, RP\{0} ein
kritischer Punkt, so sind alle Punkte der Halbgeraden {i8,| >0} ebenfalls
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kritische Punkte. Mit dem Satz von Euler ist nimlich 8f/89,, v=1,...,p, homogen
vom Grad g—1, d.h. VA0 gilt

a

Sei SP71={0cRP|1612=30,2 =1} wie iiblich die Einheitssphire des R

Satz 9. Sei p€N ungerade, und sei f: RPA[0}—C cine homogene differenzierbare
Funktion vom Grad gcR. Seien weiter f,:=Re f und Jo:=Im f der Real- und Imagin#r-
tell von £, d.h. f=f, +if, mit f RM\{0} =R, i=1,2. Dann existiert fiir i=1,2 jeweils
ein Richtungsvektor 6 €RP, s0 daB alle Punkte anf der Halbgeraden {AG(i)| A> 0}
kritische Punkte von f; sind, d.h.

gradfi(/’te(,-)) =0 Yai>0.

Beweis. Sei }': SPT1 R die Einschrinkung von f; auf die Einheitssphire, d.h.
10) =f[6) fir 657, Dann ist gradf;: SP ' >RP ein tangentiales Vektorfeld
von §P71,

(0, grad f(8)) e TSP

V8eSP™!, wobei TSP™! das Tangentialblindel von SP™! bezeichnet. Da p ungerade
ist, folgt mit dem »Satz vom Igel«, daB gradf; fiir ein 8¢ € SP7! verschwindet,

grad?}'(B(i)) = 0,

Da f; nach Bemerkung 2 homogen vom Grad g und damit die Komponenten
/80, v=1,...,p, nach dem Satz von Euler homogen vom Grad g—1 sind, gilt
grad f{A6») = 2% 'grad £i0) = ¥ 1grad (6 (i) =0 YA1>0. O

Folgerung 10. Ist f:RA\[0}—C eine homogene differenzierbare Funktion vom
Grad g€, g# 0, und ist p ungerade, so verschwinden notwendig Real- und Ima-
gindrteil von f in je einem Punkt, d.h. 3 6y, 6, €RPMO} mit £(8(,) =0, wobei
Ji=Ref und f,=Imjf. Denn verschwinde f, nirgends, so wire nach Folgerung 7
grad f{8) # 0 ¥ 8¢ RP\{0}. Dies ist jedoch im Widerspruch zu Satz 9.

Polgerung 11. Set peN ungerade und f= f,+1f,: R*\{0} > C homogene C1-Funktion
vom Grad gc¢R. Seien weiter, flir i=1, 2, 05 €SP™! die beiden Richtungsvektoren
mit gradf{i6(;) =0 aus Satz 9. Ist dann zusdtzlich fiir i=1,2 die Hesse-Matrix

=)

negativ definit, so sind {wegen der (g—1)-Homogenitit von 9%,/ 96,66,) alle
Punkte Aew, A> 0, lokale Maxima von I '

wv=l..,.p
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2. Phasenfunktionen und Gruppengeschwindigkeit

Definition 12. Sei V'=QxR**\{0}, QcR" offen. Wir nennen eine Funktion
PeCP(V™, C) Phasenfunktion in V*, wenn

(1) olx, 268) =A(x,6) filr (x,0)eV*, 1>0:
(it} Ime 20in V"
(iti) de#0in V",

Seien m,p,6€R, 0<p=1, 0= <1. Dann ist Sym(m, p,d) die Menge der Symbole
der Ordnung m vom Typ p, S, d.h. aller Funktionen acC®P(Q) x R®™), fiir die eine
Konstante C,, g x V KcQ kompakt und ¥ Multiindizes «, 8 existiert, so daB

|D§Sc DY alx, Q)f S Cp p.x 1+ 1)mPlxt=S1581 (6)

vgl. Hormander (1983) [1, p. 236]. Eine Funktion a: Q XR" ! — C heiBt aspmplotisches
Symbol der Ordnung m auf V =QxR*™!, wenn a= a+ap gilt, wobei
{1) a;€Sym(m, p, 4), (i) a, kompakten Triger in den -Variablen hat und (iii} die
Abbildung Q—IP(R"™), xe aylx,-) eine C°-Funktion ist.

Ist & ein asymptotisches Symbol und ¢ eine Phasenfunktion, so ist der formale
Ausdruck

uGx) = f _ alx,0)e(x.8) gp, (7)

eine Distribution auf (), Reed & Simon (1975) [pp. 100]. Sie heiBt oszillatorisches
Integral. Weiter sei flir eine Phasenfunktion ¢

Cl@) = {(x,0) QxR \[0}] grad,  (x, 0) =0} (8)

die Menge der kritischen Punkte von ¢ beziiglich 6. Ist det.(c?zqo/ 5‘9#89,,) v # 0, S0
ist Clp) eine n-dimensionale Untermannigfaltigkeit der in RZ"™! offenen Menge
OXR™™, Mit Gleichung (4) ist qo|c.(‘p) = 0. Ferner ist fiir gerades n und reelles @
mit Satz 9 stets Clp) £@. Sel schlieBlich

SP(@) ={(x, grad, o (x,0)) | (x, 9)eCly) },

die Mannigfaltigkeit der stationiren Phase
von @, Es gilt SP(p)cQXC?, Die Wellen-
frontenmenge des oszillatorischen Inte-
grals (fiir ein beliebiges asymptotisches
Symbol) ist Teilmenge von SP{p). Ferner
gilt: Hat a kompakten Tridger beziiglich
0, so ist u eine C°-Funktion. Vgl. Reed e

& Simon (1975) [pp. 102]. Fig. 2. Die Mannigfaltigkeit C{g) der
kritischen Punkie der Phasenfunklion .

In der Wellenoptik wird die Intensitit einer Lichtwelle beschrieben durch ein
oszillatorisches Integral der Form

ulz, x) = j;’

wobel x€QCR™, 7¢R. Fiir t— c kann man zeigen, daB fiir ein festes x€Q

ulx) v 2= aelTP(x.0)
@ mit
(x,0) e Cle)

a(r, x, 9) el‘np(x,éi) de, (9)

L
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(Fiir n=1 sieht man dies sehr leicht: Ist ¢'=3dp/80+0, so ist mit partielier
Integration u= fmae’wdé} =[ael™/irg'] e (1/ir)fei™P(a/p)Y'd8 -0 fiir T->c0).
Diese Niherung heifit Methode der stationéiren Phase oder Wentzel-Kramers-Brillouin
{WKB) Methode. Die Projektion der Menge Clp)cR2" auf QeR" ergibt die Hlumi-
nationszone, diejenigen Punkte x, in denen fiir groBe Zeiten 7 noch Licht zu
sehen ist (der graue Bereich in Fig.2). Der Rand dieser beleuchteten Zone heift
Kaustik, vgl. Poston & Stewart {1978),

Konvention 13. Sei x€QcR"®, x=(x9,...,x""!). Dann bezeichnen wir, wie in der
Physik gebriuchlich, den Vektor x:=(x1,...,x""1}eR”7}, d.h. es gilt x=(x9,x).

Belsplel 14. (Reed & Simon, 1975 [pp. 100]). Sei Q=R", und

i
Alxsm) = 20055 j{;emn'i a(x, 0; m) e!P(x.6) dg_ (9)
mit
olx,0) = —x2|0|+x-0, (10}
a(x, 8; m) = (m?4)9|?)"1/2 exp(— ix0(1/m2+ 81> —18] )) (11)

Dann ist ¢ eine Phasenfunktion, denn 8¢/8x%=16] #£0 fiir {x, §)cR*x{R""1\|{o}).
Die Funktion a ist nicht €, da 6! nicht differenzierbar ist bei 8 =0, aber mit
der Abschitzung |YmZ+8-0 — |8} = K(}6]+1) ! kann man zeigen, daB a ein asymp-
totisches Symbol der Ordnung —1 ist. Damit ist A, ein oszillatorisches Integral,
Es wird gebraucht bel der Berechnung der 2-Punkte Wightman Distribution,

s, Reed & Simon (1975} [pp. 70].
Da gradgp = — x06 6|7+ x, ist die Menge der kritischen Punkte Clp) = Cyu C, mit

C,={(x,0)cR2?1| x=0,6#0}, {12)
Cy ={(x, 8) R 7| |x0| == |%| £ 0, 8 = 2x/x0, 3> 0}, (13)

*»0

Fi%. 3. c(p} fur die Phasenfunktion (10) fur Fig. 4. Die Menge der stationtiren Phase der
n=2. C; ist hier die @-Achse ohne den Ur- Phasenfunktion (16) fur n=3.

sprung, und C3 besteht aus vier offenen

Ebenenstiicken.

Es gilt C;=R"™™}, Cy=(0, 0)xR™ ™. Wegen grad_(x,8)=(—10|,6)eR™, folgt
SP(o) ={(0, — 161, 0)eR2" | 8 £0} u{(%xl, x, —Alxl, )| xcR®1, 4> 0} (14)
Damit ist die Projektion von Clp) auf Q, {x|grad,e(x.6)=0} der Lichtkegel
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{x|x =%ixl}, und SP(p) ist die Familie der lichtartigen Tangentialvektoren des
Lichtkegels mit negativer Zeitkomponente, s. Fig. 4. Ist Q=R™{0}, so ist die
Mannigfaltigkeit der stationidren Phase Untermannigfaltigkeit des Tangential-
blindels des Lichtkegels A ohne x=0, SP{p)cTA.

Definition 15. Sei xcQcR , mit der Indexnumerierung x=(x% x!,...,x" 1), und
sei @: QXRPIN0}>C eine Phaser;funktion. Dann seien kj:QXR"ﬂ\{O}—-?C fiir
j=0,1,2,3 die Ableitungen nach ' (mit der Bezeichnung &;:=5/8x),

kylx, 6):=— 859 (x, 0), k,=0,9(x,8) ((v=1,...,n~1), (15}
d.h. k;= (—1)p'sen/ 8.

Die Homogenitit von ¢ vererbt sich auf die Funktionen ki, d.h. die k; sind
beziiglich # homogen vom Grad 1. Damit ist jedoch

k;i(x, 8) = <{gradgk;(x, 6), 8>, (16)

und flir jedes v=1,...,n~—1 ist die C° -Funktion dk;/ 38, homogen vom Grad 0.
Analog zu Konvention 13 sel k= (k, ..., k,-y) = (kg, k).

Mit dem Satz von Euler bzw. Gleichung (2) aus Lemma 4 mit r=g—1 folgt
kg=<v,6> (17)

wobei
¥ = gradg k. (18)

Die Komponenten von v, v, = Jky(x, 8)/80,,, sind beziiglich & homogen vom Grad 0.
Aus Gleichung (2) folgt daher, mit r=1, g=0, gradgv, L 8. Insbesondere ist die
Hesse-Matrix von k;, Hess ky=(82ky/86,80,), fir alle xeQ singuldr, denn mit
Hess ky'8=0 V8cR"™! ist 0 ein Eigenwert.

Ferner folgt bei festem @ fiir die Taylor-Entwicklung um y={(y%,...,y* e

P(x, 8) =y, 8)—<», 8> (x0—y0)+<k, (x—y)>+rx,y), (19}
wobei |r(x, )| SK|x—y|? fiir eine Konstante K=K(y,8) 20, und
k=k(y,8)=grad, p(y,9). {20)

Satz 16. Fiir eine Phasenfunktion gilt
k(x,0)=A-0, und damit grad, ¢ = A-gradge, {21)
wobei 4 die (n—1)X(n—1)-Matrix mit der «-ten Zeile gradgk, = gradgd, e ist,

e
) _ ‘ 22}
A=Alx, 0) ( 3x*30,, (x’e))a,v=1»--"”-1 (

Ist det A# 0, so heiBt @ nicht entartet, vgl., Hormander {1983), [HI, p. 292].
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Satz 17. Ist ¢ eine nichtentartete Phasenfunktion, so gilt
grad ky= A7y, (23)

Definition 18. Beschreibt das oszillatorische Integral eine Welle, so ist grad, K,
das Vektorfeld der Gruppengeschwindigkeit {group velocity), und

e = |grady kl {24)
ist die Gruppengeschwindigkeit.

3. Wellen in Raumzeiten

Sei (#. g eine Raumzeit, s. Hawking & Ellls, und sei [1=g¥ V:V; der d'Alembert-
Operator der Raumzeit. Wir beschriinken uns im folgenden auf Karten (Q,&),
QCR4 offen, in der der metrische Tensor die Bedingung

£9%(x) >0 Vxep Q)M (25)

erfiillt. Nach de Vries (1995) ist dies ein notwendiges und hinreichendes Kriterium
fiir die Raumartigkeit der Hyperflichen x9 = const, d.h. (,n_:,r‘Jlr B(:c)) wf@-1,2,3 15t negativ
definit ¥ xc ¢ "'(Q). Damit ist Yap = —8ap €ine Riemannsche Metrik der Hyper-
flachen x0 = const, mit den kontravarianten Komponenten

o S8
T* = —g*P+ f‘%%?m, (26)

vgl. de Vries (1994) [p. 22]. Sei im folgenden  eine Phasenfunktion.

Deflnition 19. Sei das oszillatorische Integral
a(x):&a alx, 6)elr(x.8) g9 {27)

eine Lésung der masselosen Klein-Gordon-Gleichung O u =0, d.h. ein masseloses
freles skalares Feld, mit dem FEikonal p: QxR™®™— R und dem asymptotischen
Symbol a. Fiir grad,+# 0 heiBen die Hyperflichen ¢ = const Wellenflichen.

Wir wollen uns mit den Eigenschaften des Eikonals, d. h. mit der Ausbreitung
der Wellenfliachen, beschiftigen. Die Gleichung der Charakteristiken des
d’Alembert-Operators {J lautet

vgl. Choquet-Bruhat et al. (1982) [p. 535 ff]. Dies ist die Eikonal- oder Dispersions~
gleichung fiir lichtartige Spinorfelder in der Allgemeinen Relativiti.
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Definition 20. Der Gradient des Eikonals,

kizai?):’#,i (29)
(i=0,1, 2,3) bildet den Wellenzahlvektor k;= (ky, k) (vgi. die Definition in Misner,
Thorne und Wheeler, 1973, oder Stephani, 1991). Die Zeitkoordinate ko hingt mit
der Frequenz @ der Welle in der Koordinatenzeit x? = ¢f durch ky = w/c zZusammen,

und die rdumlichen Koordinaten (ki, ko, k3) stellen die (lokalen) Ausbreitungs-
richtungen der Wellenflichen dar. Mit der Funktion F:U X CxXxR*>C,

F(<h, o, k) = g ks kg (30)
lautet die Eikonalgleichung damit F(x!, p, k,) = 0.

Bemerkung 21. Mit der Eikonalgleichung ist der Wellenzahlvektor lichtartig,
k'k; = 0.

Da fiir die »verallgemeinerte Rotation« eines Vektorfeides Xej = Xpi= X ;5 —X; 4

gilt, ist p ;.,=p .., Damit liefert die kovariante Differentiation obiger Gleichunjg
KRy = 5y = g7 g =kl = 0.
Diese Gleichung besagt, daB k; Vektorfeld einer Geoditen ist, d. h. die Kurven

x(z), deren Tangentenvektoren ki sind, dxi/dz = ki, sind Geoditen, wegen k'k;=0
also Nullgeoditen.

Gehen wir den etwas unkonventionellen Weg und betrachtet ein oszillatorisches
Integral der Form (27), jedoch mit einer in x konstanten Funktion a= a(6), dafiir
aber mit einer komplexen Phasenfunktion p:UXR3I >, so gilt folgendes Lemma:

Lemma 22. Das osziliatorische Integral
ulx) = [, a(©)e (0 dp (31)

ist genau dann eine Ltsung der masselosen Klein-Gordon-Gleichung Ju=0,
d.h. ein masseloses freies Skalarfeld, wenn der komplexe Wellenzahlvektor
Qi =k; +ixg, kj, x;€R, den beiden reellen Gleichungen

kj;}=2kij, und Xj;j:?f'i)fj_kjkj, {32)
geniigt,

Beweis. Aus Viu=gu=1udy folgt sofort Ou=—udlpdp+iuv;dfy, also
Le=0& iV 31':;) = qu;ajrp = ikf;j - xfu- = klk;— xij+2ikfzfj. Der Imaginérteil
dieser Gleichung ist genau die erste Gleichung in (32), der Realteil die zweite.

0

Wir nennen die zweite der Gleichungen (32) in Anlehnung an (28) die veralige-
meinerte Dispersionsgleichung in der Allgemeinen Relativitil. Sie ist eine quasilineare
partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung fiir die Phasenfunktion p. Sie
gilt exakt. Erst durch die Ndherung x;=0 erhdlt man die (nur niherungsweise
giiltige) Eikonalgleichung (28) der geometrischen Optik. Die Gleichungen (32)
besagen in anderen Worten, daB die kovariante Divergenz des Realteils k; des
Wellenzahlvektors 8;¢ gleich dem Doppeiten des Lorentz-Produkts von Rea{- und
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Imaginirteil ist, und daB die Divergenz die Differenz der Betriige {bezliglich des
Lorentz-Produkts) von Imagindir- und Realteil ist. Wir bemerken noch, daB ein
reeller Wellenzahlvektor, d. h. x;=0, notwendig lichtartig und divergenzfrei ist.

Schreiben wir nur kurz k; =8y fiir den komplexen Wellenzahlvektor, so sind
die reellen Gleichungen (32) entsprechend mit Re k;j statt k; und Imk; statt x 7,
zu lesen, d. h. als die eine komplexe Gleichung

Kky=ik/ ;.
Im folgenden sei fiir jeden Punkt xc¢# die reelle Zaht K=K(x) nach (32)
gegeben durch

Mit dem Realteil k; des Wellenzahivektors lassen sich die verschiedenen allge-
mein-relativistischen Wellengeschwindigkeiten einfiihren, vgl. z. B. Morse & Ingard
(1968), [p. 477-79] oder Schmutzer (1989) [pp. 493, pp. 704]:

Deflnition 23. Sei u ein Skalarfeld ¢ mit dem Realteil k; des komplexen Wellen-
zahlvektors. Sei weiter die positive Zahl & gegeben durch

k= y*Pk kg . (33)
Sei damit a=(ny, ny, ng)i=k/k der Einheitsvektor in k-Richtung, also
k
Ry = 72, (34)

Mit n“:zy“ﬁng folgt n“n“:y“ﬁnwn,g:I. Die Phasengeschwindigkeit der Welle ist
durch

k, o
Cpn=CT0 =7 (35)
definiert, und der 3-Vektor der Gruppengeschwindigkeit durch 0= cgradg kp

(eg)*=c o (36)
o

Der Betrag der Gruppengeschwindigkeit ist ¢ = /yms (e)*(cg)® . Vgl. (18) und
(24).

Satz 24. In jeder Karte einer Raumzeit mit g9 > Q gilt mit KcR aus (32)

Cnt = cko == (37
rh ]/800 (ko N %k“)z—ff

Beweis. Wegen kik; = g0%2 + 2487 kok,, + g“‘skakﬁ =K folgt
o ) { a:ka)z gﬂa B o gﬂacgﬂﬁ
200 (kﬂ + % oz) — SDSOO e 80'?]9 kkaﬁ = — ‘Sk“kﬁ + W k“kg'i‘K

Mit

(% )2 = (0% (@ k) = (7%, (80P kg ) = 8% 8% ki k
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gilt also

o
80 (K, +-—i:sza)2:k2 +K, (38)

d. h.

% :'/Soo(kgﬂ'%g—ka)z-—f{ .

Damit ist Cpn im allgemeinen abhingig von dem Wellenzahlvektor k;. 1st jedoch
£*=0VYa=1,2,3 und k=0, so gilt Cpn=0/1800 =cvgg,.

Satz 25. Fiir die Gruppengeschwindigkeit in einer Karte mit 290> 0 giit

8k, 1 7 g0

il 1 NN e 2 —_—

ok, ‘iW T Y+ K 200 (39)
Speziell fiir K=0 ist

ok, ne« g 2 2 ot
“&&:iw—w, cgz:ﬁ-(1+ggag°“+%~). (40)

Boweis. Mit (38) gilt k= /k2+K /Vg00 — ok /% Damit folgt (39) sofort.
Flir K=0 bedeutet dies wegen 6k/dk, =y*fkg/k=n* die erste Gleichung (40).
Damit gilt mit y,5nf=n, und vy, = — 8o

Bky Okg 1 nag®%+ g0 g_ge.?"“g“ﬁ.

Tas Bk, Fkg ~ 00 T (gooyirz T (goa)z
Mit Gleichung (2.2) in de Vries (1994) [p. 21] gilt 2,58°% = — 2,529, und daher
folgt mit ¢ =2y, g Sky/ Ok Oko/ kg die zweite Gleichung (40). []

Wie aus der geometrischen Optik wohlbekannt, bestimmt die Gruppengeschwin-
digkeit die lokale Ausbreitungsrichtung der Welle, sie definiert in jedem Punkt
die Strahlen. Betrachten wir dazu die Hamilton-Funktionen

. o 1
H,.(x', er) = f“;—o k, t W k2, (41)
Sei Jni(xi, ky):=ko+He(x} k,). Die Eikonalgleichung lautet nun F.F =0, d.h
F, =0, oder F_=0. Diese Gleichungen wiederum sind dquivalent zu den Hamilton-
Jacobi-Gleichungen fiir das Eikonal P,
Doip — Ha{x!, Bp) = 0.

Das charakteristische System von F‘li besteht aus den Gleichungen

i ﬁ; = ko'i‘Hi(xis k{g) ={,
0 =dyp—k;dx'=0,

C= @ . oo — OHy 0_
¢ dx ok, dx® =0,
9,—=dk,-+gxi§dx°=0,
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vgl. Choquet-Bruhat (1982), [pp. 272]. Die beiden letzten Gleichungsgruppen sind
die Hamilton-Gleichungen

dx* _ OH; dk,  oH;
s = ok, 0 T e (42)

Die erste ist die Gleichung fiir die Strahlen; mit {36) ist grad H: — g, fiir f*:i = ().

Anschaulich kann man dies wie folgt begriinden: Betrachte eine Welle u(x) in
einem festen Punkt x¢U, Sie liBt sich durch das oszitlatorische Integral (27),
ein »Wellenpaket«, darstellen. Der Hauptbeitrag dieses Integrals riihrt von den
kritischen Punkten von g beziiglich 6 her, d.h. von (x,8)€C(p), also mit (21)
graday(x, ) =0. Mit der Taylor-Entwicklung {19} und mit (17) ist das jedoch

graqu)(x, ) — gradkko (x0—y0)+ (x—p) =0,
also

grad ko = —5—3{5 . (43)

Da ein physikalisches Signal durch ein Wellenpaket dargestellt werden kann,
kommt der letzten Gleichung direkter Wert zu, wenn sehr eng um den Vektor ¢
mit (x, §)€C(p) gruppierte Wellenpakete das betrachtete Signal beschreiben. Damit
ist also die Definition der Gruppengeschwindigkeit wegen {39) sinnvollerweise
die Geschwindigkeit des Wellenpakets, vgl. Nettel (1992) [p. 179 £f].

Definition 26. Ist die Phasengeschwindigkeit abhiingig von k, d.h. ist gradgc,, # 0,

6—(,;1"& £0 fiir mindestens eiln o, (44)
o
50 dispergiert die Welle; die Erscheinung selbst heiBt Dispersion. Im Falle
3cp,,/ 8k < O spricht man von normaler, im Falle 3cp,,/ 0k>0 von anormaler Disper-
sion.

Bemerkung 27. Die Komponenten des metrischen Tensors sind als Funktionen
betrachtet lediglich von den Koordinaten abhiingig, nicht jedoch von den Kompo-
nenten des Wellenzahlvektors,

o8V _
o, = O (45)

Satz 28. Notwendige und hinreichende Bedingung fiir die Dispersion einer Welle
ist, daB Gruppen- und Phasengeschwindigkeit verschieden sind, d. h. ¢ #¢cp.

Beweis. Mit ky=k ¢, und mit dk/ 0k, =y*Pkg/k=n* gilt

éc
Cg" =Cpn 1%+ kn@fj’
also
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Da v,z positiv definit ist, sind alle drei Summenterme nicht. negativ; der dritte
ist sogar genau dann positiv, wenn die Welle dispergiert. Mit Yap n*nf =1 folgt
die Behauptung. '

Korollar 29. In einer nicht-statischen Raumzeit dispergieren lichtartige Wellen.

Beweis. Es ist g°* # 0 fiir mindestens ein w¢{1, 2, 3}, s. Landau & Lifschitz (1992)
Lp.295]. [l

Betrachtet man die Wellenzahlvektoren k, als nur von kg abhdngige Funktionen,
dk,, = Bky/ Okg dkg, 0 erhilt man mit einer etwas anderen Definition der Gruppen-
geschwindigkelt folgendes Interessante Resultat:

Satz 25’. In jeder Karte mit g% > 0 einer Raumzeit ist die Gruppengeschwindigkeit,
definiert durch c,=e(dk/dig) ™!, immer

cgz Té%-r [40’)

Beweis. Zunidchst gilt mit {38)

1 dk *
TR kg = 1 g *)

mit g, = dk,/dks. Nach Choquet-Bruhat et al. (1982) [pp.250] ist allgemein

$ i f::F(x",q),ki)———O
" | 0=dp ~Kdx'=0

ein &uBeres Differentialsystem (Pfaff-System) mit dem Abschiu8

- —(PF 4 OFN iy OF 4
5. {f_o, df= (57 +kia¢)dx + e =0
8=0, df=~dk;adxi=0,

und dem charakteristischen System (dem assozierten Pfaff-System)
dx0 dx? —dig

OF/0ky ~  OF/8ky  OF/0x0 + ky(0F /o) ~
C= - —dky _ dy
~ OF/2x3 + Iy(0F/0) ~ SAOF/ ok )k,
F=0.
Mit F(x%,p, k) = g7 k;k; folgt damit
oF _ a8 oF _ oF _ .
ax'- - _a""‘x“"-’”kjkr, 6!{} — 0, 3k£ - Zgukjk,.

Es gilt also auf der Integralmannigfaltigkeit von §, die gleichzeitig diejenige von
§ ist (Choquet-Bruhat ef al. (1982), Theorem IV.C 4 {pp. 238]), df=dF=0.
Insbesondere ergibt die Ableitung nach kg
dF  &F OF dky , o; T
dhy = By T ok, dh = 287k + 28" ki = O

69



also
Y(x'&kﬁQ:r :gm)kﬂ +80ak“ + guakﬂtkr
Da d(k?) == 2kdk ist und d(k?) = d(y*Pk, kg) = 27*F kpq, dk, gilt, folgt

k dk
e g =0 )+ ol 00—

also mit (%} fiir dk/dko, mit (38} und mit der Bezeichnung n=k/k,
(n—/g0) S = /@ (n— /g0
d.h. dk/dky = /2%, O]

4. Stationére und axtalsymmetrische Gravitationsfelder

Wir betrachten nun die Ausbreitung von Nullfeldern in einer stationdren
Raumzeit. Flir die Frequenz o gilt

. oy
W=0 o5 = 3" {46)

Da 8, ein Killingfeld ist, ist 8,p=const in der gesamten Raumzeit, d. h. das
Eikonal hat die Gestalt

=t +polxi, x2, x3). (48)

Die mit der Eigenzeit 7 eines beliebigen Becbachters y gemessene Frequenz @, ist
dagegen w _,?yz sie ist i. a. fiir verschiedene Raumpunkte verschieden.
Sei im folgenden W€, w> 0. Die Eikonalgleichung lautet nun

800.__ +2_80ak + g*Bk wkg=0. (49)

Sei die Frequenz « vorgegeben. Da die 3-Metrik y*# in jedem Raumpunkt drei
positive Eigenwerte hat, ist die Eikonalgleichung fiir reelle k, eine Gleichung fiir
ein Ellipsoid im R3.

Seien speziell die rdumilichen lokalen Koordinaten (x!, x2, x3) so gewihlt, daf
die 3-Metrik y*# in jedem Raumpunkt diagonal ist; dies ist immer mdéglich,
s. Chandrasekhar (1983) [ pp. 70] oder Stephani (1991). Dann a8t sich die Eikonal-
gleichung umschreiben zZu

Z poa (e, — B @)2 Z (00 + %Z"f) ©? (50)

oo 2
Y C a1 &

und ist also eine Gleichung fiir ein Ellipsoid mit den Mittelpunktskcordinaten
Yg0x /yxx Dieses Ellipsoid stellt anschaulich dar, wie die Linge des dreidimen-
sionalen Wellenzahivektors von der Raumrichtung und wegen der Koordinaten-
abhéngigkeit der metrischen Komponenten i. a. vom Ort xcU abhidngt. Wir haben
also als ein Resultat beziiglich skalarer Nullfelder in der Allgemeinen Relativitit:

Satz 30. Eine Welle breitet sich in einem stationiiren Gravitationsfeld wie in
einem inhomogenen anisotropen Medium aus.
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Ist das Gravitationsfeld axialsymmetrisch, so existiert ein Killingfeld #_, mit der
Winkelkoordinate ¢¢f0, 2x), vgl. Carter {1970), d.h. 84 =m=const. Ein axial-
symmetrisches skalares Feld hat also das Eikonal

p(x0, x1, x2, P) = mP+ po(x0, x1, x2). (52)

Da flr das Feld gelten muB u(¢p=0)=ulg=27), d.h. e2"mP+ipo_giwo 1o
e2tmmd 1 st meZ.

Mithin lautet die Eikonalgleichung in einer stationdren axialsymmetrischen
Raumzeit

2
g0 Lo 4 2900 O 4 302 4 gABY kg0 (53)

(A,B=1,2). Ferner ist sicher k> 0 filr alle m 0. Fiir ein vorgegebenes xcU folgt
dann fiir @ >0, m€Z mit w/c+mgt3/g20 =0, d. h.

3
m:—gﬁcm (54)

und mit (38), daB K= —k? <0. Damit gilt:

Korollar 31. In Punkten x<U, in denen Gleichung (54) gilt, ist der Wellenzahlvektor
k;=(w/¢, ki, k3, m) raumartig.

Bemerkung 32. Solange 0 < ky=g03%k;/g%0 < ¥ |k, ist, gilt wegen kZ /7% |k,
immer k> ky. Mit (35) bedeutet dies, doB die Phasengeschwindigkeit der Welle
unter diesen Bedingungen griBer als die Lichtgeschwindigkeit ¢ ist (»Uberschalic,
Cherenkov-S$trahlung). Dieses »liberschallphinomen« ist selbstverstindlich ein
Koordinatenphdnomen, es ist keine »lokale«, keine physikalische Eigenschaft der
Welle, Dazu paBt das folgende Zitat von Stephani {1991} beziiglich des Variations-
prinzips in statischen Raumzeiten (fiir die ja gy5 =7z, 899 =1/8%° gilt):

» ... [Die Krtmmung der Lichtstrahien) lupt sich auveh so lesen, dal der drei-
dimensionale Raum (Metrik gap) ecinen Brechungsinder n=+vsoo hat der durch
die Schwerkraft hervorgerufen wird {und der auch die Lichiablenkung mit
bewirkt). und daB die Lichigeschwindigkeit v im Gravitationsfeld entsprechend
e=nv verminder! ist, (,..) v ist die Lichigeschwindigkeil beztglich der Koordina-
tenzeit t und hat deshald. wie ( selbst, keine unmittelbare physikalische
Bedeulung. Aussagen Uber Zahlenwerte der Lichigeschwindigkeit haben in der
Allgemeinen Relativititstheorie nur noch geringen Werl; wesenllich ist nur, dad
sich Licht lings Nuligeoddien Fforipflanzi ... «

Betrachten wir nun die Kerr-Newman-Raumzeit mit den Parametern M, a, O,
M20. Unter der Voraussetzung M2 2 a?+Q2?, der kosmischen Zensur, und in
Boyer-Lindquist-Koordinaten (¢, r,%,9} ist die Bedingung g0°>0 im gesamten
AuBenraum des schwarzen Lochs erfiillt, vgl. de Vries (1994), pp. 40, oder de
Vries (1995). AuBerdem ist

ag_ r2+alcos?d 8% (Mr—0%a
YU T smgg goo z

mit der positiven Funktion £ = (r2+ a2 cos2 $)(r2+ a2) + (2Mr — 02)a25in? &, wobei im
AuBenraum r2+ 02 2 2Mr— Q2> 0 gilt. Damit folgt

a3 (803 )2_ (r2+ a2 cos2 §)5 — (2Mr—02)% a? sin2 §
LA T ¥2sin2 4 )
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Mit der einfachen Abschitzung r2+a2cos?& 2 r2 14Bt sich dann zeigen, daB der
Zihler gréBer ist als

r4(r2+-a2)+ (2Mr— 02 r2a2 sinZ 9 — (2Mr— 02)2 a2 sin2 § —
r3(r2 4 a2} + (2Mr—02) a2 sin? 8 {r2 — 2Mr + 02),

was im AuBenraum gréBer als ré(r2+ g2) — (2Mr—~Q2) ad sin2 8 2 (r*— a¥)(r2 4 a2) > 0
ist, d. h. y33—(g03/400)2 > 0. Mit meZ so, daB am> 0, ist damit also die Voraus-
setzung aus Bemerkung 32 erfiillt. Ferner bemerken wir, daB [g%3|/g%® beziiglich
r (fiir a# 0 streng) monoton fallend ist, so daB der maximale AuBenraumwert von

|g93]/%¢ im Limes genau am Horizont r=r:=M+/MZ—(2—a® angenommen
wird. Dort giit aber

g%(r) _ (2Mr—Q%a __ a
8%9(r) ~ En.8) r2+a®’

z.B. de Vries (1994), pp.51. Das ist die Rotationsgewschwindigkeit Qg des
schwarzen Lochs. Nach Bemerkung 32 kann also das »Uberschallphinomen«
(bzgl. des Koordinatensystems, nicht physikalisch bzw. »lokal«!) nur auftreten
fiir Wellen mit dem Wellenzahlvektor k= (w/e, ky, kg, m), wenn

cam
O<ws 51T—-
= r2+a?

Dies ist exakt die Bedingung fiir das Auftreten der Superradianz, vgl. Chandra-
sekhar {1983) oder de Vries (1994), p. 54. Beachte, daB r,2-}- a2 =2Mr, — Q2.

Literatur

B. Carter (1970). The commutation preperty of a stationary, axisymmetric system. Comm. Math.
Phys. 17, 233-238.

S. Chandrasekhar (1983). The Mathematical Theory of Black Holes, Oxford University Press,
New York.

Y. Choguet-Bruhat, C. deWiit-Moreite & M. Dillard-Bleick (1982). Analysis. Manifolds. and
Physics. Revised Fdition. North-Holland, Amsterdam.

L. Hormander (1983). The Analyvsis of Linear Partial Differential Operalors. I-1V. Springer-
Yerlag, Berlin Heidelberg.

LD. Landau & EM. Lifschitz ($992). Klassische Foldtheorie. 12, liborarbeitete Auflage.
Akademie Verlag GmbH, Berlin.

C.W. Misner, K.§. Thorne & J.A Wheeler (1973). Gravitation. WH. Freeman and Co., San Francisco,

P. Morse & Ingard (1968). Theoretical Acoustics. McGraw-Hill, New York.

5. Nettel (1992). Wave Physics. Osciliations ~ Solitons - Chaos. Springer-Verlag, Berlin.

T. Poston & 1, Slterait ((119'?8). Catastrophe Theory and its Applications. Pitman Publishing

td., London.

M. Reed & B. Simon (1975). Methods of Modern Mathematical Physics. IH: Fourier
Analysis, Self-Adjointness. Academic Press, New York,

E. Schmutzer (1989). Grundlagzen der Theoretisohen Physik, Mit coinom Grundrif dor
Mathomatik filr Physikor. Teil I & IT. Bl Wissenschaftsveriag Mannheim.

H. Stephani (1991). Aligemeine Relativitiitetheorie. 4. Auflage. Deutscher Verlag der Wissen-
schaflten, Berlin,

A de Veies (1994). t/ber die Bescohrinktheit der Energionorm bei der Evolution der Dirac-,
Weyl- und Maxwellfelder in gekriimmion Raumzeiten. Brockmeyer, Bochum.

A de Vries (1998). The evolution of the Weyl and Maxwell fields in curved space-times. AMath.
Nachr. {submiited).

72



