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Unitére Darstellungen der Poincaré-Gruppe.
Frete relativistische Felder

2.1. Semidirekte Produkte

Die Wirkung einer Gruppe H auf eine Gruppe N als Automorphismengruppe,
HxN-—N, {(h, n)e o(i)}(n), op: H— Aut{N), erlaubt die Konstruktion einer gréBeren
Gruppe: Definieren wir auf dem kartesischen Produkt Nx H die Multiiplikation

(n, B)- (', 1) = (n o(B)(n'), HA')
mit der Inversen
(n, )™ = (p 1)), A1),

(n,n'eN, h, k'€ H), so erhalten wir eine Gruppe G, das semidirekte Produkt von N
unter H beziiglich ¢, Bezeichnung

G=NXH oder G=NXH.

N und H sind via am (n, 1) bzw. A (15, h) Untergruppen von NXH, N ist sogar
normal. Jedes Element g¢ N X H 138t sich also eindeutig schreiben als g=nh. Die
Wirkung von H auf N ist in NXH ein innerer Automorphismus. Also ist die Sequenz

> N—Ls NMH(—’;—) H— 1

exakt; sie ist liberdies zerfallend (d. h. es existiert ein Homomorphismus
q: H—> NXH mit po g=idg); s. Mackey (1968), Hein (1990).

Exakte zerfallende Sequenzen sind eine von vielen Miglichkeiten, semidirekte
Produkte zu beschreiben. Ist z. B, eine exakte zerfallende Sequenz

1— N-5H c:(%; H— 1
gegeben, so gilt G=NYH mit ¢(h){(n):= g(h) i(n) g(h) ! (Hein, 1990).
Ist umgekehrt eine Gruppe G mit Normalteiler N (d. h. gNg"1=N Vge&) und
Untergruppe H gegeben, wobei H durch innere Automorhismen auf N wirkt, also

ANhL=N flir heH, d. h. o(k)(n):=hnh™, so folgt, daB genau dann G=NXH ist,
wenn G=NH und NnH={1} gilt.

2.1.1. Beispiele. (i) Die Bewegungsgruppe des IR™, die Euklidische Gruppe
E(n)=R* X S0(n).

Dabei beschreibt die (additive Abelsche) Gruppe R™ die Translationen des Raums
und $O(n) die Rotationen um den Nullpunkt (Mackey, 1968).

{ii) Die volle Bewegungsgruppe des Minkowskiraums, die Poincaré-Gruppe oder
inhomogene Lorentz-Gruppe

P=R4x0(1,3).

Sie hat vier Zusammenhangskomponenten, gegeben durch die vier Komponenten
von 0(1, 3), deren charakteristische Elemente jeweils die Matrizen E=diag(1,1,1,1)
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(Identitdt), T = diag(—1,1,1,1) (Zeitspiegelung), P=diag(l, —1, —1, —1) {(Raumspie~
gelung) und PT=diag(—1, —1, ~1, —1) (Raum-Zeit—Spiegelung) sind. R4 be-
schreibt die additive Abelsche Gruppe der Raum-Zeit-Translationen. Sei

Py =R« 50*(1, 3)

die {(zweifach zusammenhidngende} Zusammenhangskomponente der Einheit.
{iii) Sei

A=={ [gi“ :E‘f;]] ael0,27), zeC }.

A ist Untergruppe von SL(2, C). Selen #(z) und &{a) €A,

Kz)= I:(}} lz] é(ar) = [e;“ e(')-ior:l-

z€C, x¢[0,27). Mit der Uberiagerung SL(2, €)—S80*(1,3) ist é(a) die Drehung
um die x3-Achse mit dem Winkel 2«, wihrend £z) eine Nulldrehung ist. Es gilt

{a) (2 =z+2),
{b) S{e)d{a’) = {a+ & mod 27),

(17 4

(e) §(a) 1z) =[g :fz] = e®=z) 6(a),

2,7¢C, a,a'€[0,27), Aus {(a) und (b) folgt, daB T:={#z)|zcC} wund
H:={6(x)| wc[0,27) } Untergruppen von A sind, Mit (¢} gilt

(1) A=TH: ¥ DecA 3 eindeutige z¢C und o€[0,27), so daB D=z} 5 ().

(2) T ist Normalteiler von A: §{«)Td(a) 1T ¥ acl0,2r);

(3) H wirkt auf T als innerer Automorphismus: J§{«) #(z) 6(x)™1=t"1=1(e2i%g)

Y ae[0, 27).

AuBerdem ist

(4) TnH={E}.
Aus (1) bis (4) folgt A=TXH. Mit den Isomporhismen T— C, f{z)~z, und
H~-> U(1), é6(a)w e* ist

ACXY U() mit ol(ef®)(z) = ze2i™,
Sei Spin(2) = SO{2) =U(1), und sei g: Spin(2) — SO(2),

cos-g -—sin-g | cose —sing

sing cos-g-) sing  cose |’
@<[0, 47), die zweifache Uiberlagerung von SO(2) (s. 0.). Spin(2) wirkt auf R2 als
innerer Automorphismus:

Spin(2) x R2—R2, (@) (X)) a P = ae) (%)
Also gilt
A =[R2 X Spin(2).

Semidirekte Produkte von Gruppen haben ihre Entsprechung fiir Lie-Algebren:
Seien g, ®N und RH Lie-Algebren, und sei ¢:%H— Der(8N) der durch
e(N(X)=[X, Y], Xc®N, YcH, definierte Homomorphismus, wobei
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Der(8N} = { fe Endie (8N) | IX, X1 =[£(X), X'1+LX, #(X)] ¥ X, X'¢ &N}

die Derivationsalgebra von 2N ist. g heiBt (inneres) semidirektes Produk von £N
und £H, Bezeichnung g =RNXQH oder g= SN Y RH, wenn gilt:
(1) 8N ist Ideal von g (also [8N, @]c®MV), und £H ist eine Unteralgebra von ¢;
(ii) g =8N D RH,;
{iii) Fir X, X'c8N und Y, Y'cRH gilt

[X®Y, X'8¥] = ([X. X'] + oM(X)— (X)) & [, Y],

2.2. Kausale und relativistische Invarianz in der Quantenmechanik

Seien x,ycR* die Koordinaten des Minkowski~-Raums M beziiglich des (frei
fallenden) Beobachters y:R-+M, y(z)=(z, 0, 0, 0). Fiir dern Beobachter y ist das
Ereignis x durch das Ereignis y beeinflugbar, Bezeichnung

x<p,

wenn y — x zeitartig und zukunftsgerichtet ist. Auf diese Weise erhiit M also eine
geordnete Struktur, eine Kausalitdt, beziiglich des Beobachters Y. Sei feR4— R4
eine bijektive stetige Abbildung. Sie entspricht einem Wechseo! des Beobachiers
bzw. des Begugssystems; d. h. das Erelgnis, welches Im Bezugssystem des alten
Beobachters die Koordinaten x hat, hat im Bezugssystem des neuen Beobachters
die Koordinaten f(x). f heiBt kausaler Automorphismus, wenn

x<y & f(x) <fy)

gilt, also wenn beide Beobachter dieseibe Auffassung von Kausalitit haben. Nach
Zeeman (1964) ist die Gruppe aller {a priori nicht linearen!) kausalen Automorphis-
men isomorph zu dem semidirekten Produkt

R4X(0*(1, 3)xR*)

beztiglich der natiiriichen Wirkung O*(1, 3)x R * auf R4, (4, )~ A A-x. Mit anderen
Worten wird die kausale Automorphismengruppe erzeugt von den Tranlafionen
x+ x+a, acR*, den orthochronen Lorentz-Transformationen x~ Ax, Ac0*(1,3), und
den Dilatationen x+ dx, J¢R*, mit der Verkniipfung

(a, A, 2)+{b,B, 1) = (a-+ A )b, AB, A-p).

Die reinen Zustinde eines guanfenmechanischen Systems werden durch den
projektiven Raum # {(Strahlraum) der eindimensionalen Unterrdume eines
separablen komplexen Hilbertraums ¥ dargestellt (Mackey, 1963 und — insbeson-
dere fiir die mathematischen Grundlagen — Triebel, 1971). Fiir einen Vektor ped,
p#+0, sei

p={ap| 2ec}.
Das innere Produkt <y, > des Hilbertraums ¥ definiert eine reellwertige Funktion
<',‘>:ﬁX§?—)R,

o~ g, @12
G = it
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Die physikalische Interpretation ist, daB <p,p> die Ubergangswahrscheinlichkeit
angibt, d. h. die Wahrscheinlichkeit, das System in dem Zustand r:t}' zu finden,
wenn es sich im Zustand ¢ befindet. Sei

U# )= {AcHom(¥) | <ap. 40> ={p.o>}

die Gruppe der unitiren Transformationen von #. Eine Transformation A: K -
heiBt anti-unitdr, wenn

Alp+) = Ap-+ Ap,
Adp= XAy,
{Ap, Ap> = {p,p)
gllt. Sei U (H) die Gruppe der unitdren und anti-unitiren Transformationen von
H. Da das Produkt zweier anti-unitirer Transformationen unitdr ist, ist UCH)
Untergruppe von U (#) mit Index 2. Mit der Einbettung U(1) —U(J), e!®m et Loy
ist U(1) Untergruppe von U(F). Sei weiter
Aut@):={ T: B —F| T bijektiv und <TH, TH> = <, 8> V5, $eH },

die Gruppe der (die Ubergangswahrscheinlichkeit erhaltenden) Automorphismen
von % Jede Transformation AcU (%) definiert durch

A P = Azp

einen Automorphismus AcAut(#). Sei schlieBlich m: D (#)— Aut(#), n(4)=2A
Pann gilt der fundamentale

2.2.1. Setz von Wigner (1959). Die Folge
{ — U(1) — D3) -Z» Aaut(#®) — 1

ist exakt.

Zum Beweis siehe z. B. Biedenharn und Louck (1981).

Ist f:R%— R#* ein durch einen Beobachterwechsel gegebener Automorphis-
mus, so bestimmt dieser eine bijektive Abbildung T H—-#, wobei }'3@ denjenigen
quantenmechanischen Zustand im Bezugssystem des neuen Beobachters darstelit,
welcher der Zustand @ fiir den alten Beobachter ist. Ist & R4—R* ein weiterer
Beobachterwechsel, so soll a priori angenommen werden, dal}

Tre=Ir T,
Natiirlich berechnet der neue Beobachter dann und nur dann die gleiche tiber-
gangswahscheinlichkeit, wenn T, cAut(#). Berechnen nun alie Beobachter mit

derselben Auffassung von Kausalitiit die gleichen tibergangswahrscheinlichkeiten
fiir identische Zustiinde, so erhalten wir einen Homomorphismus

T: R4 X {01, 3)XR*) — Aut(#), [T

Alle diese Homomorphismen liefern also die kausale Invarianz in der Quanten-
mechanik. Die Einschrankung der kausalen Invarianz auf die Poincaré-Gruppe 7,
d. h. auf die Homomorphismen

T: R4 X SO*(1, 3) — Aut(F),

drilckt die relativistische Invarianz in der Quantenmechanik aus. Sei
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UG = n(UG))

das Bild der unitidren Transformationen unter 7. Damit liefert der Satz von
Wigner die exakte Sequenz

1— Ul) — U@ — UFH) — 1.

Flir elne zusammenhiingende Lie-Gruppe G ist das Bild jedes Homomorphismus
T:G%Aut(ﬁ) in U(fﬁ) enthaiten {(Simms, 1968). Die relativistische Invarianz wird
also ausgedriickt durch die Homomorphismen

T: R4 X SO*(1, 3) > UF).

Unter einer projektiven uniléren Darstellung T einer topologischen Gruppe G
verstehen wir einen stetigen Homomorphismus T: G— U(%). Eine unitire Darstel-
lung T von G ist ein stetiger Homomorphismus T: G—U(Y), wobel U{JP) die starke
Operatortopologie besitzt, siche Simms (1968),

Die Frage nach der vollstindigen Beschreibung der relativistischen Invarianz in
der Quantenmechanik 138t sich also umformulieren: Wie lauten die projekiiven
unitéren Darstellungen dor Poincaré-Gruppe P =R* X S0O*(1, 3)?

Sel G eine zusammenhiéngende Lie-Gruppe mit der universellen {iberlagerung
Fi3 G -G, wobei ker p=K. Sei T eine projektivée unmitire Darstellung von G,
T: G-->U(?? ). Dann erhalten wir mit dem Satz von Wigner das Diagramm

1 — U1) — U 5 UG — 1

]r
1—--->K—>51>G--~>1,

wobei beide Zeilen exakt sind. Top ist also eine projektive unitire Darstellung
von &, und (T o p)(K) =1,

2.2.2. Satz von Bargmann (1954). Sei G eine zusammenhingende und einfach
zusammenhidngende Lie-Gruppe mit der Eigenschaft, daB die 2. Kohomologieklasse
ihrer Lie-Algebra § verschwindet, also H 2(g, [R)=0.N Dann existiert fiir jede
projektive unitire Darstellung T von G eine Liftung 7: G — U(F), die eine unitire
Darstellung von G ist, d. h. T=nweo1:
1 — Ul) —> UH) 5 UFH) — 1,
1.'] -

G

Da mit_ 8$0%1,3)=SL(2,C) die universelle tiberlagerung der Polncaré-Gruppe
durch 7" =R#X SL(2, C) gegeben ist und ihre Lie-Algebra %5, die Eigenschaft
H2(%F,",R) =0 hat (Bargmann, 1954), ist jede projektive unitére Darstellung

T: R4 % SO*(1, 3) — UR)
von einer unitdren Darstellung
;R4 X SL{2, C) — U(F),

induziert, so daB z({1-1})cU(1) gilt. Ist 7 irreduzibel, so heiBt das gquantenmecha-
nische System freies relativistisches Elementarteilchen.

Sei 7: G— U(¥) eine umitire Darsteliung einer allgemeinen Lie-Gruppe G, und
sel g ihre Lie-Algebra. Fiir jedes X¢g ist die Abbildung
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R— UF), toroexptX

stetig differenzierbar (Hein, 1990, p. 210f). Wir erhalten also einen Homomorphis-
mus 87 von Lie~Algebren,

R7: g - WH),
d. h. eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft Rt{[ X, Y]) =[%(X), Rz(Y)], ndmlich

RT(X) = d ~—— TOoexp tX| o

siche Hein (1990) und Simms (1968). 21{X) ist ein schiefadjungierter Operator
auf #.

Der Definitionsbereich des Operators 87(X) ist die Menge der p, fiir die die
Ableitung 27(X) existiert. Es existiert eine dichte Menge D_c Jf, auf der 8z(X) fiir
alle Xcg definiert und wesentlich schiefadjungiert ist (Triebel, 1972). Sei S(D,)
die Lie-Algebra der schiefadjungierten Operatoren mit gemeinsamem Definitions-
bereich D,. Dann ist

Rr:g > SWD)
ein Lie-Algebra-Homomorphismus | Simms, p. 20].
Jedem selbstadjungierten Operator A in 7 entspricht via AcH eine physikalische
Observable; siehe z. B. Mackey (1968}, 2-2. Der selbstadjungierte Operator

TQ'E(X )} muB also eine physikalisch meBbare GréBe darstellen. Die Lie-Algebra
der Poincaré-Gruppe 7' ist

o, =R4 %812, ©)
(AR 4+ R4} und wird von den Matrizen

6 0 0 0 0 0 0 0 [0 0 0 o
¢ 0 0 0 0 0 0 —1 O 0 1 0
M=o 0 01! Mo 00 o M=o -1 0 o]
|0 0 —1 0] (0 1 0 0 0 0 0 0]
[0 1 0 0] 0 0 1 0] [0 0 0 1|
1 0 0 0 0 0 0 0 O 0 0 0
M=o o0 o ol M=|1 0 0 o} M [0 o o0 of
0 0 0 0] [0 0 0 o] |t 0 o0 o]

und der Basis Pi:=ey, k=0,...,3, von R? erzeugt, vgl. Sex! und Urbantke (1976).
Es gilt

R, () =exptM,, B, ()=expiN, (#1=1,2,3) und x,{f) =exp 1,

d. h.
dR, (0 d B, dxg (0
_ AR - A8 _
M, = di t=0" Ny= dt (=0 und By~ df (=0

{wobei R (l) die Rotation um den Winkel ¢ um die x#~Achse ist, B, (£) der ent-
sprechende Lorentz-Boost, und x;{#) die Kurve entlang der xk-Achse)

P, ist die Energic des Systems, P;, P,, P, sind die Komponenten des Impulses,
M, M,, M, die des Drehimpulses und N, Ny, N; die des relativistischen Drehimpulses.
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Damit ist 87, die Lie-Algebra der relativistischen Observablen. Bezeichnet man die
Basis von él{2, C) mit M, wobei

M,,:=N,, M, i=etVAM,, M= — My,
k1=0,...,3, u,v,2=1,2,3, so sind P;. und der Pauli-Ljubanski-Vektor
Wy = — %eijklMij Pk
mit dem Permutationssymbol (Sex] und Urbantke, 1976, p. 82f)

0, wenn 2 Indizes gleich sind
Oyxe= —eYkl=1 +1 wenn (ijkl) eine gerade .
—1, wenn (ijki) eine ungerade Permutation von (0123) ist.
invariant unter %, und somit ebenso die Viererquadrate
MZ=P, Pk und W2=W,Wk,

siehe Sex! und Urbantke {1976), p. 228, oder Simms (1968), p. 35ff.

2.3. Induzierte Darstellungen, Der Satz von Mackey.

Sei G eine lokal kompakte Gruppe, und sei K abgeschlossene Untergruppe. Sei
g: K—U(V) eine unitdre Darstellung von K in einen Hilbertraum V. Auf dem
topologischen Produkt G XV sei die Aquivalenzrelation

(gk, v) ~ (g, o (k) v)

fiir alle k€K gegeben, ,

G X V={lgv]| g¢G, vev}
sel der Quotientenrauwm, und

m G Xy V—> G/K

sei die Abbildung [g, v]~ gK. Fiir pcG/K ist ?r“i(p)’z.‘fV(?), hat also eine Hilbert-
raum-Struktur. Damit ist '

{ot=(Q@ X V, 1, G/K, V; )
ein Faserbiindel, das G-Hilbertbiindel (d. i. ein G-Biindel mit einem Hilbertraum
als Faser, s. Simms, 1968). In G/K gibt es eine eindeutige nichtverschwindende
MaBklasse M, die invariante Mapklasse, so daB fiir jedes MaB zc M und fiir jedes
£€G das MaB p (E):=u(g™E) (E Borel-Menge von G/K) auch in M liegt. Sei fiir
ueM

?f# ={¢G/K— G XKVI y ist Borelsch und L/KQU(P)- p(p)> du(p) < o},

wobel {gp(p),9(p)> das innere Produkt des Hilbertraums r-'(x) ist. Mit dem
inneren Produkt {p,e>:= j;; /x<9(p), p(p)> du(p) und mit der Identifizierung von
Schnitten pund @, wenm p=¢ pu -f. ., ist F  selbst ein Hilbertraum. Die Wirkung

von G auf # 1+ die durch
(e = | SE) gleip)

fiir p€G/K definiert ist (wobei der Gewichtungsfaktor die Wurzel der Radon-
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Nikodym-Ableitung ist), ist unitir auf % &

Sypsed>=[ % () <ple™p), plg™'p)> dulp) = [ <wple™1p), (&1p)> dule™tp)
=<, .

Man kann zeigen, daB diese Wirkung von G auf S‘t’H eine unitire Darsteliung von
G liefert, die wir mit T,(£_) bezeichnen. Da fiir alie peM die T /s dquivalente
Darstellungen sind, bezeichnet man diese Darstellung mit T(£,_). Dies ist die von
o induzierte Darstellung von G {Mackey, 1968).

Sel G eine separable lokal kompakte Gruppe mit Abelschem Normalteiler N und
einer Untergruppe H, so daB G = N X H ist. Ein Charakter X von N ist ein stetiger
Homomorphismus

xr:N - UQd).

Die Menge N der Charaktere bildet mit der Multiplikation (xx')(n) = x(n) x'(n) eine
Abelsche Gruppe. Beziiglich der kompakt-offenen Toplogie ist N eine separable
lokal kompakte Gruppe, das Dual von N, vgl. Hewitt & Ross (1963), 8§ 23. Die
Wirkung nv gng™ von G auf N induziert eine Wirkung von

G auf N, (gy){n) = y{g"Ing). Filr yeN sei

Gyxi={gx]| geG}

der Orbit oder die Bahn von y unter G (dann ist N disjunkte Vereinigung von
Orbits), und G, :={geG| gy =y} sei die Isotropiegruppe von x unter G. Da N
Abelsch ist, wirﬁ(t N trivial auf sich und damit auf N, so daB NCGX. Dann heiBt
die Isotropiegruppe von y unter H,

L= HﬂGx
die kleine Gruppe von y, und es gilt
G,=NXL,,

Simms (1968), Wigner (1939). Mit der Borelsche Mengen erhaltenden und mit G
kommutierenden Bijektion gx+gG,, und unter sehr allgemeinen Voraussetzungen
{s. Bourbaki, 1965) ist Gy XG/G,, (Simms, 1968, p. 49).

Sel ¢ eine unitére Darstellung der kleinen Gruppe L, mit dem Darstellungsraum
V. Dann ist

XO:NXL, —V, {n, D) x{n)o(l)
ein unitdre Darstellung von G, =NX L‘i, in V. Sei
E¥=(G XNy Vo 7, GX, Vi G)
das durch yo definierte G-Hilbertbiindel. Es gibt also fiir jede unitire Darstellung
der kleinen Gruppe oin G-Biindel £X iiber dem Orbit Gy.

Sei G eine separable lokal kompakte Gruppe mit Abelschem Normalteiler N und
Untergruppe H, _so daB G'= N> H; ferner enthalte N eine Borelsche Teilmenge, die
jeden Orbit in N unter G in genau einem Punkt schneidet, Dann helBt G reguldr.
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2.3.1. Satz von Mackey (1952). Sel G=NXH reguidres semidirektes Produkt.
Dann gilt: .

(i) Fitr jeden Charakter y€N und jede irreduzible unitire Darstellung o von L,
ist T(£X) eine irreduzible unitire Darstellung von G.

(ii) Umgekehrt ist jede irreduzible unitire Darstellung von G Hquivalent zu einer

der Form T(£ X}, wobei der Orbit Gy eindeutig und ¢ bis auf Aquivalenz bestimmt
ist.

Die unitire Darstellung T(¢ X) nimmt eine besonders einfache Form an, wenn
man sie einschrinkt auf die Untergrugpe N. Sel p:Gy— G Xnragz ¥ ein Schnitt des
Btindels £X, und sei n€N. Fiir peGycN gilt p=gy fiir ein g6 G, so dab wip) =g, v]
fiir_ein veV. Es folgt (ngp)(p) =p(n)g, v]=n(p) w(p), wobei n als eine Funktion
n:N— N, definiertﬁdurch n{p):=p(n}), aufgefalt wird.

Da N trivial auf N wirkt, ist die Abbildung H/L,— Gy, hL,w~ hy, bijektiv. Sei
@: Gy — H ein Schnitt des Biindels H—-H/L, %Gy, dh. (p)y =p. Fiir jeden Schnitt
. Gx— G Xppopr V des Blindels £ % gibt es dann einen eindeutigen Ausdruck

¥(p) =L(p), p.,(p)]

fiir eine Funktion Yorr Gx— V. Sel # der Hilbertraum der quadratintegrablen
Borelschen Schnitte i des Biindels £%, und sei

#o =\ po:Gx— V|3 pe¥ mit p(p)=Lwlp), p.(p)]}
der dadurch induzierte Hiibertraum. Das innere Produkt in # ., ist durch
Yoo P> = ip 0> = [, WD), 00> dup) = [, <oy 22> ditlp)

gegeben, also durch das gewdhnliche innere Produkt von Funktionen Gy— V.
Yo ist im allgemeinen nur dann eine Borelfunktion, wenn @ ein Borel-Schnitt ist.
Sei nun T: H—J,, die durch

(T@w.,) (0) = o(w(p) thw(h 1)) g, (r7tp)

definierte unitire Darstellung von H in den Hilbertraum # . Die Gruppe L,
wirkt auf das Biindel H— Gy (~H/ L,} durch

Gy ——> Gy, pr—1Ip
wl lw
H——H, h——lhit,

leL,. Sei X €BI,X. Die Wirkung des Operators 27T auf #H o ist besonders einfach,
wenn & ein dquivarianter Schnitt des Biindel H— Gy beziiglich der Wirkung der
einparametrigen Gruppe {+ exp (X ist, d. h.

m((exp tX) p) = (exp tX) wi{p) (exp —tX)
filr t¢R. Damit folgt
T((exp {X) q)a,) (p) = alexp 1X) Ipa,((exp ~—1X) p),
und

(8700 g, )(0) = - (Tlexp X0 ) )],

= 80(X) (0 + - wu{lexp — 1) p)|

=0
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Dies bedeutet, da R2T7(X) die Summe zweier Operatoren auf , ist. Da
e():H,, > H iy o, 0l g, ein unitirer Operator auf 7, ist, ist Ro(X) Erzeuger
einer einparametrigen Gruppe unitidrer Transformationen und daher schiefadjungiert
nach dem Satz von Stone (1932) [Theorem Bl. Ebenso ist 8T(X) mit dem Satz
von Stone schiefadjungiert; und somit achlieBlich auch der zweite Summand von
RT(X). Also ist der Operator i 'RT(X) = S, (X)+0,(X) selbstadjungiert, wobet

S, (X):= -I;EU(X) und (Ow(x) ‘Pm)(p):: %%q)m(exp(—t)() p)L=0

sind.

2.4. Klassifikation freler relativistischer Teilchen.

Um die freien reiativistischen Elementarteilchen zu klassifizieren, muB man die
irreduziblen unitdren Darstellungen der universellen tiberlagerung der Poincaré-
Gruppe G:mﬁg =R4X SL(2, ) finden.

Jedes pcR* definiert einen Charakter xp:lR"'*—B* (1),

xp(x) = e'P>),

wobei (p, x):=p;x/ =y;;p'»/ das Lorentz-Produkt ist. Die Abbildung p+ x,, ist ein
Isomorphismus von R4 in seine Charaktergruppe R4. Ist AcSL(2, C), so folgt

XAp(x) = e¥Aap.x) _ oi(p, A1) xp(A"lx) - AXP(X?).

d. h. der Isomorphiswus R4—R4 148t die Wirkung von $L(2,C) invariant. Wir
kdnnen also R4 und R4 identifizieren, d. h.

plx) = x(p) = i@+ %)

Die Orbits von R* unter SL(2, C) sind wegen der Uiberlagerung SL(2, C) — SO*(1,3)
die Orbits von SO*(1, 3). Diese Orbits sind mit z€R, u>0,

ME = {peR4] (p.p)=u >0, po>0} (Massenschale),
M# = {peR*| (p,p) = u >0, py <0},

M 2= {peR4| (p,p) = —pu <0} (raumartiges Hyperboloid),
MO = {pecR*| (p,p) =0, pp> 0} (Zukunftslichtkegel),

MO = [peR4| {p,p)=0, py <0} (Vergangenheitslichtkegel)
{o} {Nullpunkt}.

Denn es gilt

(i) Jeder Punkt pcR?* kann durch eine rdumliche Rotation in die Halbebene
{p| py=ps=0, p320} abgebildet werden.

(i1) Die Orbits dieser Halbebene unter der Gruppe der Lorentz-Boosts
{B4(6)| teR} sind die Hyperbeln {py2—psZ=¢>0, py> 0}, {pp2—ps2=¢>0. po <0}
und {py?— ps? = — ¢ < 0}, die Geraden {pyZ— py% =0, py > 0} und {po? — p3® =0, pe < 0},
sowie der Punkt {0}

(iii) Die Funktion pw (p, p) =y, p'p/ ist konstant auf jedem Orbit.

{iv) Jeder Orbit ist zusammenhéngend, da SL(2, C) zusammenhiéngend ist.

Mit (i) und (ii) folgt, daB jede der Mengen M, M¥*, M™%, u>0, und
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M2 uMPu{0} in jeweils einem Orbit enthalten sind, und mit (iii) und (iv) folgt,
daB keine zwel dieser Mengen im selben Orbit enthalten sind.

2.41. Bemerkung. R*SL(2, C) ist ein
reguldres semidirektes Produkt, da die
Borelmenge

E = {{py. 0,0, 0)| ppeR}
v {(0,0, 0, p)| pseR}
u{(1,0,0,1), (—1,0,0,1)}

jeden Orbit in genau einem Punkt
schneidet.

Flif.*l-. a;-c). Die Orbits von IR* unter
SU2.C). d) Die Borel-Menge E, die jeden 2.4.2, Satz. Fiir jeden Orbit Gx mit Re-
Orbit einmal schneidet. prisentant x€R* ergeben sich folgende

kleine Gruppen:

Orbit Gx Repriasentant x Kleine Gruppe L,
M (V1,0,0,0) SU(2)
M# (—vu1,0,0,0) SU(2)
M~# 0,0, ¥, 0) SL(2,R)
M9 1,0,0,1) A
M0 (—1,0,0,1) A
{o} (0,0,0,0) SL(2, T)

Beweis. (1) Fiir die Orbits M# sehen wir, daB die Reprisentanten x ={+ Y1,0,0,0)
den Spinoren XA® =g _= 14/ ["_‘, ?:I entsprechen. Damit ist

L,=L, ={A4e5L(2,0)| Ao A*= 0.} = {4 | A4* =1} = sU(2).

(ii) Im Fall des Orbits M ¥ entspricht der Reprisentant (0,0, Yz, 0) dem
Spinor XAB =g =i u I:_? (1]], d. h.

L,=L,={4] g, 4%= 0.} = {a| A[9§]a*-[21])
={ala[-3b]a*=a[f4]a7} = {a] a*=aT) = s1i2,R).

Hierbei benutzten wir die Eigenschaft A [_? {1,] AT =[_? (1,] YV AcSL(Z, C).
(ill) Flir den Orbit M? gilt: Der Repriisentant x= (1,0, 0,1) entspricht dem Spinor
XAB =g = [g 3], so daB flir die kleine Gruppe

Le=L,={[eg]estc.o| [25][581[85]-[35]}

= {[g 3]€SL(2.C)| ai=1,0=0} = A
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folgt. Entsprechend folgt fiir M? und seinem Repridsentanten x = (—1,0,0.1), dem
der Spinor XAB = crx:[g _g] entspricht, daB

Le={[2 5] esLz,c)| dd=1, =0} = A.
[

Sei nun T = T(£X) eine irreduzible unitéire Darstellung von G=R* X SL(2, C). Die
Wirkung T(x) fiir x€R4 auf einen Schnitt y des Hilbertbiindels £X mit dem
Basisraum Gx als Orbit lautet (T'(x)y) (p) =x(p) w(p) = gllp. ) p(p), d. h.

T(x) =ellP %)

Sei mp€RR4, k=0,...,3, das Lie-Algebra-Element, das den Komponenten des
Energie-Impulstensors entspricht. Dann gilt z. B. fiic k=0

T{exp tmy) = T{(¢, 0, 0, 0)) = eitPo,

analog folgt T(exptn,)=exp(—ifp,), («=1,2,3), d.h. die selbstadjungierten
Operatoren

Po:=1"T(ng)=py  und  Pui=1718T(r,) = —p,

(«=1,2,3), die Energie- und Impulsoperatoren, sind Multiplikationsoperatoren,
und der Massenoperator

M2=P2—P2 =Pt —Ppg2

ist die Multiplikation mit dem Lorentz-Produkt {p,p), das auf dem Orbit Gx
konstant ist. Das System ist also ein Eigenraum des Massenoperators, und sein
Eigenwert, die Masse m, ist der auf dem Orbit Gx konstante Wert ¥(p, p). Damit
ergibt sich die folgende Tabelle des Spektrums des Energieoperators E=P, und
der Masse m des Teilchens, das der irreduziblen Darstellung T(fX) entspricht.
Dabel hédngt es nur von dem Orbit Gx und nicht von o ab.

Orbit Energiespektrum Masse m
MY [Yu, ) Tu
MH (=0, =/u] /]
M~E (— a0, 00) i -/;f
MO (0, o) 0
MO (—o0,0) 0
{0} {o} 0

(¢ > 0). Der Orbit M7 ist wegen der imaginiren Masse auszuschlieBen, da der
Massenoperator nicht selbstadjungiert und damit keine physikalische Observable
ist (Physikalisch bedeutet dies, daB ein Teilchen vorliegt, dessen 3-Impuls p und
Energie E der Ungleichung E< c¢|p| geniigen, was aus der Energie-Impuls-Relation
E%—c%p?2=c?m? folgt). Das einzige Teilchen mit Energiespektrum {0} ist der
Vakuumzustand. SchlieBen wir dann noch Zustinde negativer Energie aus, so
bleiben uns die Zusténde zu den Orbits M§, >0, und MP, die Teilchen mit
positiver bzw. verschwindender Masse entsprechen.
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2.5. Drehimpuls und Spin,

Der selbstadjungierte Operator M 12 = i*19T(m,,) ist der Drehimpulsoperator der
Drehung um die x;-Achse. Die kleine Gruppe ist fiir m> 0 L, =8U(2), fiir m=0
Ly=A. In beiden Fillen ist die einparametrige Untergruppe von SL(2, C)

1 exp lmy,= {5(‘2!)
auch Untergruppe von L. Das MaB

1
du(p) = o 4P dpz dpy
Ist invariant fiir den Orbit Gx fiir x=(¥¢.0,0,.0) und x=(1,0,0,1). Gesucht ist

nun ein unter Rotationen um die x;~Achse dquivarianter Schnitt @: Gx->SL(2, C).
Damit ® ein Schnitt ist, muB

w(p)x=p

gelten, Die physikalische Interpretation ist, daB fiir m> 0 o{p) eine Lorentz-Trans~
formation in das Ruhesystem des Teilchens ist, d. h. ein klassisches Teilchen mit
Vierergeschwindigkeit p= (p,, P1, Po. p3) im alten Bezugssystem hat die Vierer-
geschwindigkeit x = (Ye, 0, 0, 0); fiir m =0 ist w(p) ein Wechsel des Bezugssystems,
s0 daB das klassische Photon mit Vierergeschwindigkeit p nun die Vierergeschwin~
digkeit x=(1,0,0,1) hat, d. h. sich entlang der x;-Achse bewegt., Vgl. Simms
(1968), p. 65. Fiir m=0 ist o die Komposition des Lorentz-Boosts
(1,0,0,1) = {pg, 0,0, py) und der Rotation (o, 0,0, py) = (pg. Py, Po. pa).

Der Schnitt «: Gx—>SL(2, C) reduziert den Hilbertraum # der £X-Schnitte auf
den Hilbertraum J,, von Wellenfunktionen Yot Gx >V, wobei V der Darstellungs-
raum der Darstellung o: L, — Aut(V) von L ist. Der Hilbertraum V ist die Faser
des Biindels § %, und dimV ist die Anzahl der Polarisationszustinde des relativi-
stischen Teilchens. Die unitire Darstellung T=T(fX) induziert eine unitire
Darstellung T, auf #,. Der selbstadjungierte Drehimpulsoperator

MMz:=1718T ,(m,,)
auf #,, ist als die Summe
M} = S124-0)2
Dabei hat §12=i"1%5(m,) ein Spektrum in V, und es gilt

d
O vo) =7 gr valexl=tmp)p)], |
= 1,_ % Yo (Por Preost —pysint, pysint +pycost, py) t=0
1 8 4
=7 (m apy P2 8pa)%’(P)'

Die physikalische GréBe, die die Observable S)2 darstellt, heit Spin-Drehimpuls
des Teilchens beziiglich des Schnitts @, und Of2 =1-1(p, Gops—P2%ap,) stellt den
Bahndrehimpuls des Teilchens dar. Der gréBte Absolutbetrag der Eigenwerte von
S22 heiBt Spin des Teilchens.

Fiir den Fall positiver Masse, m > 0, sieche Simms ( 1968}, p. 68f. Betrachten wir
masselose Tellchen, d. h. sel m=0. Flir die kleine Gruppe L, = A gilt

L, =IR2 X Spin(2).
Die Orbits in R2 unter Spin{2) sind die Orbits in R2 unter Rotationen SO(2) und
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das sind der Ursprung {(0,0)} und die Kreise K_:= {(x, #1 x24y2 =2}, Damit ist
A ein reguldres semidirektes Produkt, und der Satz von Mackey kann erneut

angewandt werden. Flir jeden Orbit wihlen wir Reprisentanten und bestimmen
die kleinen Gruppen wie folgt:

Orbit Ax Reprisentant x Kleine Gruppe L,
{(0,0)} (0,0) Spin(2)
K, (z, 0) {tE}=zZ,

Es sind keine Teilchen bekannt, die man mit den Orbits K,, verknlipfen kénnte.
Wir beschrinken uns also auf den Orbit 1(0,0)}. Jede irreduzible unitire Dar-
stellung von Spin(2) ist eindimensional (denn Spin(2) ist Abelsch), also von der
Form Spin(2) - U(1),

AZ)pelre (@el0, 47)),
r=0,t 4, > 1, £ 4. .. Die induzierte Darstellung 7,:R2 X Spin(2} — U(1) lautet
(x,y, A(%Z)) b el
Damit folgt 7,: ((z) 6(a)) » 7™ (zeC, w€[0,27)), also exp tmy, = 6(£/2) & et
% Rz, (m,) =vr.

Das Teilchen T{{X) mit Masse m=0 hat also Spin I7! (um die xz-Achse). Zu
gegebenem Spin s (25¢Z) gibt es also genau zwei masselose Teilchen, 7, und 7_.
Das Hilbertbiindel hat eine eindimensionale Faser in jedem dieser Fille, so daB es
genau zwei Polarisationszustinde flir jedes masselose Teilchen mit Spin s gibt,

Beispiele freier relativistischer Elementarteilchen sind das Flektron e~ (m > 0,
5=1/2), das Neuatrino v (m=0, §=1/2), das Photon (m=0, s=1) und das Gravitino
{m=0, §=2).
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