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Dieser Aufsatz, angeregt durch das Buch von Srinivasa Rao (1988), ist eine Ausarbei-
tung zweier Vortrige im Oberseminar Analysis am 20. und 27, Mai 1992 am Mathema-
tischen Institut der Ruhr-Universitit Bochum. Es behandelt die Isomorphie der Lorentz-
Transformationen und der komplexen Rotationen des C3, sowie die dadurch begriindete,
etwas liberraschende Tatsache, dal die Komplexifizierung der Quaternionen und der durch
sie erzeugten reellen Rotationen des R? die Isometrien des Minkowskiraums R* ergeben.
Konsequenz ist, daB die einfache Komplexifizierung der nichtrelativistischen Euklidischen
Spinoren genau die relativistischen Spinoren ergibt. Wegen der Euklidischen Struktur 146¢
sich einerseits miihelos eine geometrische Begriindung Hartungs (1979) des Pauli-Prinzips
fiir halbzahlige Spin-Teilchen in der Quantenmechanik auf die relativistische Quantenfeld-
theorie {ibertragen, andererseits kénnten tiefe Verbindungen zur momentan wieder sehr ak-
tueflen Euklidischen Feldtheorie a la Schwinger, vgl. Haag (1992) [S. 73ff}], oder gar zu
Ashtekars SO(3,C)-Eichtheorie bestehen. Vor diesem Hintergrund wire eine Untersuchung
antisymmetrischer komplexer Bispinoren (Maxwell-Spinoren), die ja einen zu C? isomor-
phen Vektorraum bilden, vgl. Carmeli (1977) [S. 173{t], sicherlich sehr lohnend.



Numbers measure size, groups measure symmeiry.

M.A. Armstrong (1988)
Die Lorentz-Transformationen als komplexe Rotationen

1.1. Die Lie-Gruppen der orthogonalen Transformationen

Ein differenzierbares Faserbiindel ¥ = (E, p, B, F; G) besteht aus der Mannigfaltig-
keit E, dem Tofal- oder Biindelraum, der Mannigfaltigkeit B, der Basis, der Faser
F, der Projektion p: E— M und der Biindel- oder Strukiurgruppe G der Faser F,
G X F— F, die der Faserbiindelsiruktur gentigen: Uber jeder offenen Koordinatenum-
gebung U, c B im Basisraum existiert ein Diffeomorphismus ¢,: F XU, — p~Y{U,),
der die Eigenschaft pe,(y, x) =x erfiilit. Weiter haben die Koordinatentrans-
formationen des Faserblindels ),z = @glq,: F X U,z — F X U,z mit
Ugg=Uxn Ug die Form A, g = (T*E(x}y, x), wobel T*8(x): F — F ein Element der
Biindelgruppe G ist. Vgl. Dubrovin, Fomenko und Novikov (1985) oder Switzer
(1975). Man schreibt auch manchmal # = (E, p, B, F).

Ein friviales Biindel ist einfach die Projektion des direkten Produkts zweler
Mannigfaltigkeiten auf den ersten Faktor mit trivialer Strukturgruppe. Ein
Prinzipalbiindel ist ein Faserblindel mit der Eigenschaft F=G, wobei die Struktur-
gruppe auf die Faser F= (G operiert.

Wichtige Klassen von Faserbiindeln sind die folgenden:

(a) Uberlagerungen. Hier ist die Faser diskret, G ist die Monodromiegruppe, und
Total - und Basisraum haben gleiche Dimension. Eine Uberlagerung, die gleichzeitig
Prinzipalbiindel ist, heiBt reguldr.

{b) Homogene Ridume. Sei H abgeschlossene Untergruppe einer Lie-Gruppe G und
M=G/H der homogene Raum, auf dem G transitiv operiert, und sei p: G=SG/H=M
die Projektion. Dies ist ein Prinzipalbiindel, wobei die Isotropiegruppe H auf den
Totalraum G durch Linksmultiplikation g~ hg, gcG, heH, operiert. Die Orbits
dieser Operation sind die Rechtsnebenklassen von H, d. h. die Punkte des Basis-
raums M.

{c) Tangentialbiindel. Ist eine n-dimensionale Mannigfaltigkeit M gegeben, und
ist T, M der Tangentialraum von M an x€ M, so ist mit TM= xL:;’lMTxM cMXR®?
und p: TM-> M, (x, X)=x, (TM, p, M,R®) ein Faserbiindel.

(d) n-Bein-Biindel {tangent n-frame bundle, Reperbiindel). Seien M eine orientier-
bare Riemannsche Mannigfaltigkeit und G Untergruppe der Automorphismen von
T.M=R", GcAut(R"”), und sel

EM)={(x, 8| xeM, £=(¢,,...,E,)€T.M geordnete Basis }.
Ist p: EIM)— M, pix, &)} =x, so ist (E(M), p, M, G; &) ein Prinzipalblindel.

Jedes Prinzipalbiindel {iber der Kreisscheibe D™ oder iiber R™ mit einer Lieschen
Strukturgruppe ist trivial {Dubrovin, Fomenko und Novikov, 1985, p. 239).

Aus der Homotopietheorie (vgl. z. B. Switzer, 1975, tom Dieck, 1991) folgert
man, daB, da ein Faserbiindel (E, p, B, F) insbesondere eine Serre-Faserung ist, die
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Homotopiesequenz des Bilndels
coo = w{F) — 7 {E) —> wB) — m;(F) —> ...

exakt ist. Hierbei ist fiir i21 die Homotopiegruppe eines allgemeinen topologi-
schen Raumes X zum Basispunkt x3€ X, 74X, x;), definiert als die Homotopieklasse
der Abbildungen Di— X, die den Rand der Kreisscheibe oDi= 871 auf x; abbilden.
Fiir einen zusammenhingenden Raum X ist 7 {X, xp) unabhiingig vom Basispunkt,
weshalb man kurz 74X} schreibt. Aligemein ist 74X, xy) Abelsch flir i22, z.B.
Switzer {1975), S.34ff. #n4(X) ist die Menge der Zusammenhangskomponenten
von X. Konkret kennt man die Homotopiegruppen nur weniger Riume:

(1) 7{X, x4} =0 jlir jedes {20, wenn X ein zusammenziehbarer Raum ist, z. B.
X=R" D%,

(1) 7 (S")=0 fiir 0Si<n, 7, (S") L.

(111) =,(RP™) =7, fiir n2 2, siehe Stécker und Zieschang (1988}, S. 119.

Sei M(n,R) die Menge aller nxXn-Matrizen mit reellen Eintrigen; dies ist eine
n2-dimensionale R -Algebra, insbesondere ein reeller Vektorraum. Die Gruppe der
invertierbaren nxn-Matrizen, GL{n)=GL(n,IR), ist eine offene Teilmenge in
M(n,R). Sie steilt die Gruppe der Automorphismen des Vektorraums R7? dar.
GL(n) ist das grundlegende Beispiel einer Lie-Gruppe. Die meisten anderen
Lie-Gruppen konnen als Untergruppen von GL(n) definiert werden. Zum grofiten
Teil kénnen solche Untergruppen entweder durch Gleichungen flir die Eintrédge
der Matrizen oder #dquivalent dazu als eine, eine gegebene Struktur des R”
erhaltende, Untergruppe von Automorphismen eines Vektorraums V= R”" beschrie-
ben werden. Die wichtigsten dieser strukturerhaitenden Automorphismen sind:

{a) SL(n) = SL(n,R), die Gruppe der Volumelement-erhaltenden Automorphismen;
entsprechend ist dies die Gruppe der nXn-Matrizen mit det A=1.

(b) Die speziellen orthogonalen Transformationen, die Untergruppe von SL(n)
sind und eine bestimmte nichtentartete Bilinearform Q:VXV—IR erhalten; je
nach Bilinearform ist dies

(i) flir eine symmetrische positiv-definite Form Q die spegzielle orthogonale

Gruppe SO(n) = S0(n,R);

{(ii) fiir eine symmetrische indefinite Form @ die Gruppe SO(p,q) (es gilt

SO(D' Q) = 'SD(Qi Pn;

(ili) fiir eine schiefsymmetrische Form O die symplektische Gruppe Sp(2n).
Die Gleichungen, die die O-erhaltende Matrix-Untergruppe von GL(n) bestimmen,
sind einfach aufzuschreiben. Sei ndmlich { dargestellt als Matrix Ge¢GL(n), d. h.

Olv,w)=vGw
fiir v, weR"™, so bedeutet die Bedingung Q{Av, Aw) = v, w), AcGL(n),

vVAGAW=VIGw
das heiBit

A'GA=G. (1.1)

LiBt man bei den Gruppen SO{n} und SO(p,q) die Zusatzbedingung det A=1 an
die Matrizen A fallen, so folgt durch die letzte Gleichung sofort, daB (det A)2=1,
d. h. det A= *1. Dies sind dann die orthogonalen Gruppen O(n) und O{p, ¢).



Natiirlich kann die Gruppe GL(n,C) komplex-linearer Automorphismen eines
komplexen Vektorraums V=C" als Untergruppe von GL{(2n,R) betrachtet
werden. Sie ist also auch als reelle Lie-Gruppe aufzufassen, ebenso wie
SL(n,C)={ AcGL(n,C)| det A=1}. Entsprechend sind SO(n,C)c SL(n,C) und
8p(2n, C)cSL(2n, C) Untergruppen von Transformationen des €, die eine sym-
metrische bzw. eine schiefsymmetrische Bilinearform erhalten (Oft wird
Sp(2n):=8p(2n, C) nU(2n) definiert; speziell ist Sp(2) == SU(2), s. Hein, 1990). Sie
sind ebenfalls sowohl reelle als auch komplexe Lie-Untergruppen. Beachte, da8
alle nichtentarteten symmetrischen Bilinearformen eines komplexen Vektorraums
isomorph sind (insbesondere gibt es keine Signatur). Somit gibt es bis auf
Konjugation nur eine komplexe orthogonale Untergruppe SO(n, C)cSL(n, €), und
keine Analoga zu den Gruppen SO{p, ¢). Vgl. Fulton und Harris (1991).

Die Gruppe GL(n,K), K=R oder C, ist ein offenes Gebiet im n2-dimensionalen
Vektorraum Min,K)=Kn2. Als Koordinaten im Kn? kénnen die n? Eintrége der
Matrizen betrachtet werden. Die Gruppe SL{n,K) ist damit eine (n2—1)-dimensio-
nale Untermannigfaltigkeit des K”?, denn wegen der einzigen Gleichung det 4=1
ist sie eine Hyperfliche. Die spezielle orthogonale Gruppe SO(n,KK) ist definiert
durch AIA=E, d. h. mit A= (a,-_’-) durch

%aﬂﬂw‘:dy;

dies sind n? Gleichungen mit einigen durch Vertauschung der Indizes i, j bedingten
Verdopplungen. Man hat also n{n+1)/2 unabhingige Gleichungen. Mit Hilfe der
n(n-+1)/2 unabhingigen Funktionen f¥: K»* —K, f¥(ap) = L, apiap;— 45, i S, fir
die

oy _ ., Y _ ofy _

Bary 0 flir h#i,j, Bap; - Apy. Bany = ay;
gilt, ist $O0(n,K) eine (nichtsingulire) nZ—a(n+1)/2= n(n—1)/2 - dimensionale
Untermannigfaltigkeit des K#?2. Siehe Dubrovin eof ai. (1984).

Die komplexe Sphire S

Es sei im folgenden fiir jedes z€C, z=re'?, rcRy, @0, 27), die Wurzel durch
1z = ¥r e!®/2

eindeutilg definiert. Sei H':=Rju{z¢C|Imz> 0} die obere komplexe Halbebene
ohne die negativen reellen Zahlen. Dann ist Yz ¢H" fiir jedes z¢ €. Sei

RY:={zeH"| z2¢R\{0}},
d.h. R*=R*uUiR".

1.1.1. Definitlon. Es sei fiir ce H*
ntl
Se) = z=(21.. ., Zgp )T kgl g2=c*} (1.2}

S{c) ist eine komplexe n-dimensionale Hyperflache des C€?'l. Die komplexe
Einheitssphére bezeichnen wir einfach mit S¢?, also S = §*(1).

Z. B, ist SP(r) ={tr}=8%) fiir r> 0.



1.1.2. Lemma. Fiir reR* ist SZ{r)=TS", wobei TS™ ={(x,p)eS*XR"**!|xy=0}
das Tangentialbtindel der n-Sphére S ist.

Beweis. Sei zg=xxtiys, k=1,....n+1, x5, pp€R. Dann gilt

n+l n+t( g ntl
2= —yp+21 &
kz=:1 Lk k§1 xk—y® Tl

d. h. §20) 2= { (x, )eRAIX R x2—32=¢2 xy=0). Damit ist SJ*(r) Teilmenge
einer Pseodospare, nimlich entweder 27, (Ir) = {(x, ) eR*" !X R"*| x2—y2 = (r2 }
oder $2721(ilrl) ={{x, ») eR?""IXR"* | x2—y2= — 712}, Mit den Diffeomorphismen
&*: $7x R —S2(1r1), (w, v)o (YIFTZFVT u, v), bzw. &7: SR M — S22 1 (11r1),
(e, v) » (v, /TrI2+v2 u), ist S22 r) = S*X RV reR”. Die Zusatzbedingung xy == 0
fiir (u, v)€ "% R™™ lautet uv=0, d. h. veT, 8" ' g

Aus der Topologie weifl man, daB das Tangentialbilndel T§" genau flirn=0,1,3,7
trivial ist, sieche z. B. tom Dieck (1991).

Fiir r = 0 entartet das Biindei zu einem Kegel, dem isotropen Kegel S0} ={z2 =0},
vgl. Klein & Sommerfeld (1897).

Beisplele. (a) n=1. Sei u¢ S, u=(cos @, sinp)cR2, pc[0, 27), und sei vcR. Dann ist

(cos @, sing, v) » (YIT V% cos @, Y1+ V2 sine, —v singp, v cos @)
d. h. yeT,$! ist gegeben durch

cos @ —sin
y=A“(9) mit A“Z[sin;’ cosqf:l € 50(2).

Da e, =(—sing, cosp)cR? eine orthonormale Basis von T,S1=R ist, ist diese
Abbildung flir jedes u bijektiv, und die Umkehrabbildung fiir y=ye, ist
v=polA fy) = y,, wobel pg: RZ—R, (x,y)ry, ist. Also ist S =51 XR,

(b) n=2. Sel $2\{11} die 2-Sphire ohne Nord- und Siidpol. Sei ucSs2\{+1},
u=(sin & cos @, sin & sing, cos #)cR3, pc[0,27), #¢(0, 7), und sei v= (v, v,)eR2
Sei reR*, und sel @ $2\{+1}xR%2— RIXR?, &* (4, v) =(x,y) mit

141
x=+rZ+vZ g, }'=Au( 32) mit

gind cos¢e —sing —cosd cose cos @ —sine 0 sind 0 cosé®
A,= | sind sinp cose —cosd sing | = | singp cose O 0 1 0 |
cos & 0 sin & 0 0 1]l|cosd O sind

A 80(3). Also ist
y=(v; sind cose@ — vysing, v, sind sing + vycosp, —v,cos ).

Dann ist y2=v2+v2 =92 x2—y2=r24+v2—v2=¢2 und xy=0, d. h. {(x,y}e S#r).
Sei nunP={z={y,, vy, ¥3+1l3)€ SE| %3, 21€R}. Dann ist ($*)7! auf SFHI\P
gegeben, und es gilt (") 71(x, ) = (a, V)€ SE\{£1}xXRZ mit

H=r +y —1 x' v =p12(Au‘y)-

wobei pjo: R385 R2, (y,,74,¥3)7 (91, ¥2), die Projektion auf die ersten beiden
Koordinaten darstellt. Da xy =0 genau dann gilt, wenn auch uy=0 (ee82\{+1})
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ist, und die Rotation angewandt auf u=(sin9 cos¢, sin$ sine, cos &) den Punkt
u'=(1,0,0) ergibt, wird die Tangentialebene 7,52 an u auf die Ebene (1, ¥4, 0)
abgebildet. Da ¢, = (—sing, cos¢,0), e, =(—cos & cosp, —cos & sing, sin §)cR3
Orthonormalbasis von T,52 fiir jedes u€S? (und eindeutig fiir e S2\{+1}), ist
also jedes y eindeutig darstellbar als y=y,e;+ yo¢,. Es gilt daher

SEr) \Px §28\{+1}xR2

Analog ist ®7:82\[{+1}xXRZ— R3XR3, (u, v} (x,p)=(4,", /rZ++Z u), dh.
x2—y2=—1rl2 und xy=0, also Bild® c S#(ilrl), mit der Umkehrabbildung
(@) SFWD\NP —> T(SA{L1]D, (x,p)0 (4, v) = ({7EF3E 1y, p (A 2%) mit
P':={z= (), x4, X3+ iy3)€C"} ein Diffeomorphismus, d.h.

SEGrD AP = §2\{1+1}xR2 [

1.1.3. Lemma. Fiir i20 ist 7S¢ n,{857).

Beweis, (S™, p, S', R™), p: S =87, (u, y)~ u, ist mit der Strukturgruppe SO{n, R)
ein Faserbiindel. Das bedeutet, daB die Homotopiesequenz

TdR™) — 7S — 787 — m,,(R™)

fiir alle i> 0 exakt ist. Da jedoch 7 {R")=x;_,(R™) =0 gilt, ist der Gruppenhomo-
morphismus 7,{8") —> 78" fiir i 21 isomorph. Fiir i =0 bleibt zu zeigen, daB
S¢* wegzusammenhéngend ist; sel etwa fiir ein beliebiges z=(z),...,Z,+/) €S
der Weg

wiz, :[0,1]=C*+1, wy(z, )= £ /T=D%2+t2=1, wilz.1)=01~0z,,

k=2,...,n+], gegeben. Dabei sei das Vorzeichen der Wurzel bei w, so gewihit,
daB w(g,0)=2,. Wegen Jw=(1—-023 g2 +2—2=1 ist dann w(z, t)e S fiir
alle ¢€[0,1]. Da w(z,0)=z und w(g,1)=(%1,0,...,0) giit und (—1,0,...,0) als
Punkt auf $” mit (1,0, ...,0) verbindbar ist, z. B. durch 1> (cos 7, sin 7,0, ... 0),
te[0,1], ist z in derselben Zusammenhangskomponente wie (i,...,0). 0l

1.1.4. Folgerung. Fiir n 22 ist S einfach zusammenhingend.
Bewois. Da 74(§™) =0 fiir n22, folgt mit dem Lemma sofort 7,(Sc") =0.

1.1.5. Lemma. SO(n, C)—>S0(n~+1,C)— S ist ein Prinzipalbiindel.

Beweis. $O(n+1, C) operiert linear auf €11, und transitiv eingeschrénkt auf

St €711 Die lIsotroptegruppe des Punktes x=(1,0,...,0)¢ S besteht aus
allen Matrizen der Form
1 O
[ o A]' A€ S0(n, ©)
d. h. S0(n, C} ist Isotropiegruppe von S¢. Daraus folgt die Behauptung. 0

Betrachten wir nun die holomorphen Funktionen cos, sin: C—C,

cosT= % (et*+ e —H7), sin r= Eli-(el"— e 1T, (1.3)



Filr &, tcR gilt _
cos (§+ i) =cos & coshf—isin$ sinhi,

sin (#-- if) = sin & coshit+icos & sinhi. (1.4)
Fiir 7€ € gelten also die Additionstheoreme
()  cosrt + sin’r = 1;
(ii) cos% sin% = %sln T3 (1.5)
{iit) slnz% = —%cosr + %;
{iv) cosz-;- = %—-cosr + -_;:

In Analogie zum reellen Fall kann man r wie folgt geometrisch deuten: Sei
W1)=(cost,sint), t¢C, Vektor in der komplexen Ebene, v(r)€CZ, Wegen
(v(7), v(1)) = cos2 T + sin2 7=1 ist v(z) auf der komplexen Einheitssphire, v(z)€SQ.
Damit kann man t7=42&-if mit #€{0,27) und t€R als orientierten komplexen
Winkel des Vektors v(r}) mit dem Einheitsvektor v{(0)=(1,0) auffassen. 7 ist
27 -periodisch auf der reellen Achse.

Gegeben selen zwei nichtisotrope Vektoren v, weC”, die sich mit dem Winkel
7 im Nullpunkt schneiden, und der Vektor v':i=Aw mit der Konstanten A¢<C,

A= ]/-(%:-% - COST.

Ist der Vektor v—v' ebenfalls nichtisotrop, so bilden die Vektoren v/, v —v' und
» ein Dreieck mit nichtisotropen Seiten; damit ist v' die Projektion von v auf w,
d. h. v— ' und w stehen senkrecht aufeinander,

(v—v',w)=0,
und es folgt (v, w)=(v=v'+ v, w) =", w)=Mw, w)=v(v, v)-(w, w) cosz, also
(v, w)

(1.28)

COST = (v’ v) . (w, w) .

11.6. Definition. Es seien die Matrizen R&.D{z) k,1=1,...,n, k<!, mit
t=49+it, & €[0,27) und t¢R, durch

COS T fiir u=v==Fkl
kD= L]~k ging u=k, v=1
RC f)-ﬁ(?pu) mit LY (— 1)+ sin T p=1, v=k
ih & pev sonst,
1. 0 ]
cost -0 sint
R D(7) = ¢ 1 0 '
+sint -+ 0+ COST
1.
0 1
gegeben.



1.1.7. Satz. Fiir n21 und mit r=8&+it, $€[0,27) und fcR, wird SO(n,C) von
Rk, D(8) und R D(it) erzeugt; mit der Beziehung

R D(g+1f) =R D(9) Rk D(3f) (1.6)

bedeutet dies, daB $O{n, €) von R{k. D(z), e C, erzeugt wird. Insbesondere erzeugen
die reellen Rotationen R(*. 8(8) die Untergruppe $0(n, R)cSO0(n, C). Das bedeutet,
daB

80(n, ©) = SO(n,R) X RMr-1)/2 (1.7)

als Mannigfaltigkeiten giit, d. h. SO(n, ©)/8S0(n,R) =R 1)/2 is¢ ein Prinzipal-
bitndel.

Beweis. Es gilt det R D(r) =1, und (R D(1)) R D(1) =1, also ist det A=1 fiir
jedes A= RED(H)-R*. (i), AlA=(RF. O - (RED(HN-RED(R)-Rr. (i =1,
d. h. AcSO(n, C); analog ist A’ =R{ra)(if) -R* D(3) € SO(n, C). Da die von Rk ()
und R-2(8), k, 1, r 5=1,...,n, k<l,r<s erzeugte Untergruppe von SO(n, C) den
Rang

n — —
2(2) = n(n—1)
und SO{n,C) als Mannigfaltigkeit die Dimension dimp $O(n, C}=n{n—1) hat,

erzeugen R D(9) und R(r. 5)(if) SO(n, C). Da R{k.D(J) nur reelle Eintridge hat, ist
offensichtlich Rk 0(3)¢ SO(n,R), und sie erzeugen SO(n,RR). 0

Wir kénnen also das folgende suggestive Faserbiindeldiagramm zeichnen:

SO{n, R)

$0(n,€) ————=> RAn"D/2

l

SOn+1,R) —— 50(n+1,C) — > RA(R*/2

4 W j’

s S R"

1.1.8. Bemerkungen.

(1) S 2 50(n+1, €)/SO(n, C) ist homogener Raum von SO{n+-1, C) mit Isotropie-
gruppe SO(n, C).

{ii) R*(»"1)/22> §0(n, C)/S0(n, R) ist homogener Raum von SO(n, C) mit Isotro-
piegruppe 50(n,R);

(ili) SO(n,R) ist maximal kompakte Untergruppe von SO(n,T), Hein (1990),
Fulton und Harris {1991).

(iv) Die Gruppe der Rotationen SO(3)=SO(3,R) wird erzeugt von den drei
Rotaticnen

1 0 0 cosa 0 sina coso —sina O
S)=]0 cosae—sinaf, Sya)=| 0 1 0 | Sy(@)=| sina cosa O [,
O sina cosa ~sina 0 cosa 0 0 1



a€0,27), wobei S{«) eine Rotation um die x,~Achse um den Drehwinkel « ist.
Analog erzeugen Si(r), i=1,2,3, =9+, #¢[0,27), t€R, die Gruppe SO(3, C) der
komplexen Rotationen.

Schirfer kann man formulieren, daB zu jedem A€SO(3)=SO(3,R) eindeutige
a, B,v€l0,2xn), die Eulerschen Winkol, existieren, so daB A= 8;(x)S,(8)S;{y) ist.
SO(3) wird durch S{a)} und 53(«), @ €[0, 2n), erzeugt; sieche Hein (1990).

1.1.9. Korollar. Fiir iZ 0 gilt
75','{50(?11 )= ?Tg(SO(n, R)).

Beweis. SO(n,R}—> 80(n, €)— R™MAD/2 4o Prinzipalbiindel, also ist die
Sequenz

ﬂ'i(an(n_j)/z) —_—> WE(SO(H, C)) a— ?l'i(SO(n, ]R)) S Jr,-_‘(]R“("“l)/z)
il I
0 0

(i>0) exakt. AuBerdem ist SO{n, C) zusammenhingend, denn {Induktion itber n)
SO(n—1, €) ~> SO(n, C) —> S ist Prinzipalbiindel, und da sowohl Faser als auch
Basis zusammenhingend sind, ist es auch der Totalraum; mit SO(1, C)={1} folgt
die Behauptung. Entsprechend ist auch $O(n,R) zusammenhiéngend. 0

1.1.10. Bemerkung. Es gilt SO(2, €)= SO(2,R) XxR. Mit dem Diffeomorphismus

. cosp —sing
®: 51— 80(2),  (coso, sing) ~— [sinqo cos ‘P]

folgt SO(2) = 81, und damit SO(2, €)= St XR, Daher ist
?I'l(SO(Z; C)) o 7?1(30(2}) EZ.

1.1.11. Lemma. Fiir n 23 gilt 7,(50(n, €)) = 7,(S0(n+1, €)).

Beweis. Betrachte das Prinzipalbiindel SQ{(n,C) —> S$0{(n+1,C) — S&. Da
7 (S} =ny(S) =0 flir n2 3 gilt, lautet die Homotopiesequenz

To(SE) —> m(§O0(n, C)) —= 7,(SO(n+1,C)) —> 7S

f )
0 0

Da sie exakt ist, folgt die Behauptung. .
Weiter unten (Gleichung (1.36)) werden wir sehen, daB SO(3,R) ~RP? gilt, d. h.
7,(80(n, €)= 7,(SOn,R))=Z, flir n=3.

Allgemein weif man von den Homotopiegruppen der orthogonalen Transfor-
mationsgruppen SO{(n) = $0(n,R), daB

[rm]
r(SOn)) =7 {SO) firi<n—1, wobeti SO= U . S0(n).
n=

10



Die Gruppen x;(SO} hingen nur von i mod 8 ab (Botische Periodizitiil):

imod8{ 0 1 2 3 4 5 6 7
n(S0) 0 Z, 0 Z O O O Z°

siehe tom Dieck (1991} und darin aufgefithrte Literatur.

1.1.12. Koroilar. Es gilt die Gruppenisomorphie SO(3, C) = SO, 3).

Beweis. Durch die Identifikation der drei imaginidren Rotationen R.D(if),
1S k<153, aus Satz (1.1.7} mit den drei Lorentz-Boosts By(f) (tcR} und mit den
Gleichungen (1.6} ist die Isomorphie offensichtlich. 0]

Natiirlich wirkt $0*(1,3) auf den reell vierdimensionalen Minkowskiraum M,
wihrend SO(3, C) auf den sechsdimensionalen reellen Vektorraum €3 wirkt.
1.1.13. Definition. Seien fiir meR* durch

M= {xElM| xj:o-" =m?, x0> 0} die Massenschale,
Mm={xeM| xjxf:mz, x0 < 0},

M2 = {xeM| x;%/ =0, x0> 0} der Zukunfislichtkegel,

MO = {xecM]| xjxf =0, x0 < 0} der Vergangenheitslichtkege! und
M= xeM| x ;%) =~ m2},

dreidimensionale Untermannigfaltigkeiten des Minkowski-Raumes M definiert.
Sie bilden eine Blitterung von M\{0} und sind die Orbits von SO*(1,3).
Insbesondere operiert SO*{1, 3) transitiv auf ihnen.

Fig. 1. 1. Die Orbits von SO*(t, 3).
Sei x=(x0, x)eM, d.h. x={x,, x,, x3)€IR3, und sei u=wu{x)cS2cR3, s¢ dald (4, x) = 0.
Dann definieren wir fiir m 2 0 die C©-lsometrien it Mn— Sé(im),
(xo. Xi, X9, x3) P Z=x -+ ixsu,

sowie gI™: S&(tm)Mo}— M™, 2 (L |yl, x), wobei z=x +iy. Selen weiter fiir m> 0
M — Sulm), f (x)i=f, (x) und g : Sp(m)— M g™(x):=g(x). Da {SZ(m}| reR*}
eine Bldtterung des €3\{0} Ist, sind die f's injektive Abbildungen der M~ in die
C3-Blitter, und die g's surjektive Abbildungen der €3~ in die M -Blitter.

1.1.14. Bemerkung. {M/"| m 2 0} bildet eine Blitterung des Zukunftskegels V*; fiir
seinen Rand gilt 8V+= M02u{0}.
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1.2. Orthogonale Geometrie iiber einem Kérper K

Fin Element ¢ einer allgemeinen Gruppe heiBt involutorisch, wenn es von der
Ordnung 2 ist, d. h. wenn ¢2=1 und o +#1 ist. Eine Gruppe heiBt zweispicgelig,
wenn in ihr jedes Element als Produkt von zwei involutorischen Elementen
darstellbar ist. Es gilt

1.2.1. Lemma. Enthilt das Zentrum einer zweispiegeligen Gruppe kein involuto-
risches Element, so0 besteht es nur aus dem Einselement.

Beweis. In einer zweispiegeligen Gruppe ist das Quadrat jedes Zentrumselements
gleich 1, denn sel s=00¢' Zentrumselement, ¢, ¢’ involutorisch. s kommutiert
insbesondere mit 7, d. h. sg=cs=000c' =o', d. h. $2=1. 0]

Sei K ein kommutativer Kérper mit Charakteristik # 2¥ Seien weiter V ein
n-dimensionaler Vektorraum iiber K und Q: VX V-—K eine symmetrische Bilinear-
form auf V. Das Paar {V,Q) oder kurz V ist dann ein Vektorraum mit orthogonaler
Geometrie. Zwei Vektoren v, wcV heiBen orthogonal, wenn Q(v,w)=0 ist. Ein
Vektor vcV, der zu sich selbst orthogonal ist, fiir den also Q(v,v) =0 ist, heiBt
isotrop oder null. Ist v+# 0 und isotrop, so heiBt v echt isotrop. Ein Untervektorraum
NcV heiBt isotrop, wenn Q(v, w)=0 VY v, weN gilt. Das Radikal von V ist die Menge

rad V={ veV| Oy, w) =0 YweV}.

Besteht das Radikal nicht nur aus dem Nullvektor, so heiBen sowohl V als auch

O entartet oder ausgeartet. Ein isotroper Untervektorraum N ist sein eigenes
Radikal, N=Rad N. Er ist also hochgradig entartet.

Die hyperbolische Ebene.

Sei x€V isotrop, x¢radV. Dann existiert ein veV mit Qx,v)=a#0. Sei
wi=L%v. Der Vektor yi=—1Q(w,w)x+ w ist isotrop (charK#2), und es gilt
Oy, x) =0(w,x) =1. Ferner sind y und x linear unabhéangig, denn fiir A, xcK
gilt: Ax+puy=0 = pQx,p})=0 = p=0.

Damit ist x also eingebettet in die Ebene H = span{x, y) mit Q(x, x) =Q(y,y) =0,
Oy, x)=1. H heiBt hyperbolische Ebene, und x,y geordnetes hyperbolisches Paar.
H ist nicht entartet, denn wie oben folgt aus Ax-+puyérad H, daB p =0 ist, und
es gilt O(Ax,y)=0 nur dann, wenn A=0 ist. Sei ein Vektor Ax-pycH, A, uck,
gegeben. Er ist genau dann isotrop, wenn 2z =0 ist, und er hat die Linge 1
genau dann, wenn 2)u =1: Die Einheitsvektoren von H bilden also eine Hyperbel
(daher der Name fir H). Die beiden Vektoren

ey=+x+ty, e=+tx—y (1.8)

bilden eine Orthonormalbasis von H. Seien v, wcH, v=v,e,+ vyey, w=wie, T wyey,
so folgt O(v, w) = v,w, — vowy, und O(v, v) = v2—v,2.

Sei N ein isotroper Untervektorraum von V, und seien p=dimN und n=dimV.
Dann gilt

i

P %n, (1.9)

siche Artin (1963), p. 122.
Eine lineare Transformation A des Vektorraums heiBt orthogonal oder isometrisch,

*) Fur chariC =2 ist orthogonal dasselbe wie symplekiisch, s. Artin (1965).
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wenn O(Aa, Ab) =Q(a, b) fiir alle a,beV gilt. Ist die Form  nichtentartet, so
folgt aus dieser Eigenschaft (wie oben) det A= *1i. Die orthogonalen Trans-
formationen eines Vektorraums V2=K” bilden eine Gruppe, bezeichnet mit
O(n,K); die Menge $0(n,K) :={ AcO(n,K)| det A=1} ist ebenfalls eine Gruppe,
die der spezicllen orthogonalen Transformationen (vgl. obige Definitionen fiir die
Spezialfalle K=R, C); sie werden auch Rotationen oder Drehungen genannt. Es
gilt folgendes Lemma (vgl. Ewald, 1971}

1.2.2. Lemma. Sei AcQ{n, K). Dann gilt:
(a) Ist det A=(—1)"*" 50 ist 1 EBigenwert von A;
(b) Ist det A= —1, so ist —1 Eigenwert von A.

Beweis. (a) Da AtA=F ist, gilt A{(A—E)=E— At= —F(A*~E)=—E(A—-E)
Mit det (— E) = (—1)" und det Af=det A=(—1)?"! folgt daraus {— )" det (A— E)
= (—1)"det(4a— E), also det (A—E)= —det(A—E) bzw. det (A—E)=0. Dies ist
aber die charakteristische Gleichung zum Eigenwert 1.

(b) Ahnlich folgt aus A¢(A-+ E)=(E+ A} und det (Af{A+ E)) = det A* det(A+ E},
daB det (A+ E) =0 ist. Also ist —1 Eigenwert. 3

1.2.3. Folgerung. Fir ein ungerades n hat jede Rotation A€S0(n,K)} (mindestens)
eine Fixgerade, nimlich die von einem Eigenvektor zum Eigenwert 1 aufgespannte
Gerade.

Ist O nichtentartet, so ist der orthogonale Teilraum v* eines Vektors veV eine
Hyperebene, Sei fiir v¢V die zu v orthogonale Hyperebene mit lIl, bezeichnet,
d. h. T, ={we V| Q(v, w) = 0}. Ein isotroper Vektor liegt in der zu ihm orthogonalen
Hyperebene. '

1.2.4. Satz. Sej V nichtentarteter Vektorraum mit orthogonaler Geometrie. Dann
existieren in jeder Ebene PcV immer zwei {inear unabhiingige nichtisotrope
Vektoren. Insbesondere ist jeder isotrope Vektor x€V Linearkombination von
zwel nichtisotropen Vektoren v, well, =x".

Beweis. Wird P von zwei echt isotropen Vektoren aufgespannt, so ist P eine
hyperbolische Ebene, und man findet mit (1.8) eine Orthonormalbasis. Ist andern-
fails P= span(x, v), wobei x isotroper und v nichtisotroper Vektor ist, so wiithle
A, neK, A, 1 #0, so, da

220(x, v)+ 1Oy, v) #0 (1.10)
gilt. Dann ist der Vektor w:=Ax +puv wegen Olw, w) = p (uO(v, v}+220x, v)) £ 0
nichtisotrop, und v und w sind linear unabhingig. 0

1.2.5. Definition. Fiir einen nichtisotropen Vektor acV ist die Spiegelung o4 V>V
(symétrie bei Cartan, 1938, p. 12) eines Vektors beziiglich der Hyperebeane I, durch
x+ x’ = g% definiert, wobet x' den beiden Bedingungen '

(1) x¥'—x ist orthogonal zu I,
(i) (x'+x)/2 ist in der Hyperebene II,,

geniigt. Dazu dquivalent ist
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opx=x flir alle xcIl,, o,x=—x fiir alle x=4aq, A€K.

Die Bedingung (i) besagt, daB x'—x=)a fiir ein 2¢K, d. h. ¥’ =x+Xa gilt.
Eingesetzt in die Bedingung (ii) ergibt dies Qla, (2x+2a)/2)=0, also
Ola, 2x)+Qa, Aa) =0, und das bedeutet A= —2(a, x)/Q(a, a). Somit 4Bt sich die
Spilegelung x' = o, x ausdriicken durch

v oy Qx.a)
OaX = X — 20 Oa.a) (1.11)

(Dies ist genau —o, bei Bachmann, 1973, der Spiegelungen an nichtisotropen
Geraden a betrachtet). Bine Spiegelung o, ist offensichtlich eine invoiutorische
orthogonale Transformation mit der Determinante detg,= —1, d. h. 5,€0(n, K},
aber ¢S0(n, K), siehe Cartan (1938).

1.2.6. Satz. Jede orthogonale Transformation A€O{n,K) ist ein Produkt von k
Spiegelungen fiir ein k< n. Siehe Artin (1965), [chap. I1, Theorem 3.20, pp. 129].

Wegen det o, = —1 ist jede Drehung Re SO(n, K) also ein Produkt von 2k Spiege-
lungen, 2k< n. Umgekehrt sind zwei Spiegelungen immer eine Drehung. Siehe
Cartan (1938), p. 13 ff, oder Hein (1990). Wegen dieser Zweispiegeligkeit folgt

mit obigem Lemma, daB das Zentrum von SO(3, K) nur aus dem Einselement
besteht.

Speziell filr n=3 ist also jede Rotation ReSO(3,K) als Produkt von zwei
Spiegelungen darstellbar. AuBerdem ist der Eigenwert A=1 von R entweder
dreifach entartet, d. h. R=E, oder einfach. Also hat jede Rotation R# E genau
eine Fixgerade, die Drehachse.

Ein isotroper Untervektorraum N eines dreidimensionalen Vektorraums V iiber
K hat wegen (1.9) die Dimension 0 oder 1.

Sei gcV eine belicbige Gerade, und sei R 50(3,K) eine Rotation mit Drehachse g.
1. Fall: g ist nicht isotrop. Mit V=g®g* folgt Rg' =g"'. Da gt =K? ist, gilt

[Re SO(3,K)| Re=g} = SO2,K);

2. Fall: g ist isotrop. Sel x¢g. Dann ist x ein isotroper Vektor, also ist xcgl.
Sel veg* ein nichtisotroper Vektor mit v¢g', d. h. g* ={xxe+pv| A, gcK}. Fiir eine
Rotation R mit Rg= g folgt Rg* =g'. Wegen Q(v, v) = O{(Rv, Rv) = Q{Ax-+ v, Ax+ uv) =
w2(v, v) (X, ucK), also p==1, gilt fiir alle orthogonalen Transformationen
AcO(3,K) mit Ag=g: Av=2xtv, A= A4). Sel umgekehrt fiir ein gegebenes AcK

w(l) = :‘,Z—Ax— vegt.

Wegen Q(w()), w(1))=0Q(»,v) hat die Spiegelung oy mit (1.11) die folgenden
Eigenschaften: gyx=x, und gy )¥= —A%x—", insbesondere oy py¥= —v. Dann
gilt fiir R(A):= Oy(g) () €503, K): R(A)x=x, R(A)v=2x+v. Damit ist

{4€0(3,K)} Ag=g} = {aun| 2K},
da x und v eine Basis von g' bilden. Ferner folgt fiir die Rotationen mit der
Beziehung R(M)R{y) = R(A+ ) die Gruppenisomorphie
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{RcSOB,K)|Rg=g} = (K, +).

Sei filr zwei nichtisotrope Vektoren v= (v, vy, v5), w={(w,, w,, w,) € K3 das Vekior~
produkt durch

PR W= (V2W3 — VaWg, VaWi~— VW3, YV Wo— v2w1) cK?2
definiert.
1.2.7. Lemma. Fiir zwei nichtisotrope Vektoren v, wcKK3 hat die Rotation o, o, die
Achse span (v X w),

Beweis. Da Q(v, vxw) =0(w, v X w) =0 gilt, ist vXwell,n1l,, d. h. g,0,(»Xw) =
oy (op(v X w))=o (v Xw)=vXw, o

1.2.8. Bemerkung. Sei xcK3? isotrop, und seien v, well, nichtisotrope Vektoren.
Dann ist x=r(v X w} fiir ein rcK. Gleichzeitig ist %= sv+tw, wobei 5s:=— /) und
t:=1/2 mit A und gz aus (1.10).

1.2.9. Definition. Eine Drehung o, ¢,€50(3,K) mit isotroper Achse spanvXw
heiBt Nullidrehung.

1.3. Quaternionenalgebren

Sel 4 ein kommutativer Ring mit Einselement 1. Dann ist der freie A-Modul A*
mit der kanonischen Basis i, {, j, k, die den Qualernionenrelationen

‘2212:k2:—1' “: —ji:k' jk:mki:f. ':Hik:j (1‘12)

geniigt, und der daraus resultierenden Multiplikation eine freie A-Algebra, die
Algebra der Quaternionen, und wird bezeichnet mit H(4), vgl. Scheja und Storch
{1980).

H(A4) ist genan dann kommutativ, wenn 1= —1 in A ist. Das Zentrum von H(A)
ist die multiplikative Gruppe von A4,
Z{(H(4) = A" (1.13)

Jedes Element z=zy+ zi+ zo+ zok € H(A), z;€ A, heiBt ein Quaternion ilber A.
Das zu z konjugierte Quaternion ist definiert durch

Z = 2o— 2d— zoJ — 23k
Die Abbildung z ~ Z heiBt (Quaternionen-) Konjugation in H(A). Seien z, weH(A).
Pann ist z+w=z+w, Z=z und Zw=wZ, und es gilt: z=7 & gcA.
FUr x, yeH(A), x = x4 x84 xof+ x5k , y = yg+y i+ ys]+ yak, ist das Skalarproduki
0=C(-."): H(A)— A definiert durch

3

| P
=% = {1.14)
Gep)=g (e tyi)= 4 xerk

(Man verifiziert leicht die zweite Gleichung). Offensichtlich ist (x, y) = (y, x). Fiir
jedes Quaternion z€[H(A) bezeichnet man als {(reduzierte) Norm N(z) das A-Element
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3
N2 ={z,2)=22= L 2
k=0

Flir z, welH(A) gilt N(zw) = gwwz = zN(w)Z = 2 ZN(w) = N(z)N(w); dabei gilt die dritte
Gleichung, weil N(w)c A im Zentrum von H(4) liegt.

1.3.1. Bemerkung. z¢<H(A4) ist genau dann multiplikativ invertierbar in H(4), wenn
N(z) invertierbar in A ist. In diesem Fall ist

zt=N(g1z. {1.15)

Beweis. Aus zw=wz=1 folgt 1=N(1) = N(zw) = N(g)N(w}. Sei umgekehrt N(z) in~
vertierbar in A, Dann ist N(z) ™! mit allen Quaternionen vertauschbar, und N{z)~1%
ist wegen z(N(z)‘l 2) =N(g)1zZ=1 zu 7 invers. 0

H(A) ist genau dann ein Schiefkorper, wenn 4 ein Kérper ist und N(z) =0 nur
flir z=0 gile.

Sei H*(A) die multiplikative Gruppe der invertierbaren Quaternionen. Sei ferner
Qa=1{zeH(A)| Mz) =1} c H*(4) (1.16)

die Menge der Einheitsquaternionen. Da filr x, y€ Q 4 wegen N{(xy) = N(x)N{(y} =1 auch
xy€Q 4 und mit (1.15) x"1€ Q 4 gilt, ist Q 4 eine Gruppe. Die Bezeichnung Q, geht
auf Srinivasa Rao (1988) zuriick.

Die kanonische Basis von H(4) 1dBt sich auch durch die Pauli-Spinmatrizen o,
j= 0$ 12,3,

1 0 0t 0—i 1 0
J‘}:I:Ol y 0= i 0]’ 02:[1 O:I, 03:[0_1] {1.17)

ausdriicken: 1= 0q, i= —icy, j= —ioy, K= —ics. Sie geniigen den Relationen

0j2=1,j=0,1,2,3,
(1.18)

T\Tg= — 00y =103, TpU03= —0Ug0Up= Iy, 030 = —Ty0z3= iFg,

was genau den Quaternionrelationen (1.12) entspricht, vgl. Dubrovin, Fomenko und
Novikov (1984).
Richten wir nun das Augenmerk auf die reinen Quaternionen

H(A) pur = {@= qyi+ g0/ + g3k} (1.19)
Man sieht sofort, daB H{A)y,, = A% ist. Fiir ein reines Quaternion g gilt
g=—¢ und g=—Ni{gcA. {1.20)

Fidr ein Quaternion ¢ mit N(g) # 0 und der Gleichung (115} fiir die Inverse, also
g 1=N{(q) 1§, hat man also die bemerkenswerte Beziehung

g '=¢g/q2. (t.21)

Mit anderen Worten: Man kann Quotienten von Vektoren eines dreidimensionalen
Raums bilden.

Die reinen Quaternionen liber einem Kdarper A=K mit Charakteristik ungleich 2
bilden einen dreidimensionalen Vektorraum liber K mit dem Skalarprodukt
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*9)=—X3_ Xyi="— 5’%"— (1.22)

1.3.2. Satz. Jedes Quaternion ist als Produkt von zwei reinen Quaternionen
darstellbar.

Beweis. Jedes yeH(K) ist darstellbar durch y = yo+ y mit yo€K und yeH(K) oy, = K3,
Sei I, die Ebene orthogonal zu y. Dann existiert nach Satz (1.2.4) ein reines
Quaternion b€ 11, mit M) # 0. Offensichtlich ist ygbe H(K)py,; aus (».5) =0 folgt
mit (1.22) und (1.20) yb=—by=—bF=—yb, also ybeH(K);,. Folglich ist
yb=yob+yb und damit auch —yb/N(b)=yb~1 ein reines Quaternion. Sei a:=yb-1;
dann ist y=ab. O

1.3.3. Bemerkung. Eine Spiegelung an der orthogonalen Ebene eines nichtisotropen
Vektors g, (g, & #0, ist nach der Spiegelungsformel (1.11} nichts anderes als

(x.8) 8 g
= x—2 - x—gx2 — g-=ox,
x'=—gxg? mit (g, 8 #0. (1.23)
An der Ebene senkrecht auf ein Quaternion g spiegein bedeutet also mit dem
Quaternion g konjugieren.

Allgemein gilt, daB die multiplikative Quaternionengruppe H({K)* orthogonal auf
H(K) wirkt,
HIK)Y x H(K) — H({K), ({(g,x)~ gxq™,

da Mgxq1) =N(g)N(x) N(g) 1 = N{x) fiir die Norm aus H(K) gilt. Diese Wirkung 1dBt
den Unterraum K cH(K) invariant. Also bildet sie das orthogonale Komplement
K3, die Menge der reinen Quaternionen, orthogonal auf sich selbst ab. Damit gibt
es also eine induzierte Wirkung auf K3. Man erhdlt also einen (nicht surjektiven)
Homomorphismus 7:H(K)* — 0(3,K), der durch

7o (%)=gqxq™t  fiir geH(K)Y* und x€K3 {1.24)

gegeben ist. Mit Satz (1.3.2), Bemerkung (1.3.3) und Satz (1.2.6) kénnen wir jedoch
sofort den schiérferen Satz schlieBen:

1.3.4. Satz. Fiir jede Rotation ReSO(3,K) existieren zwel reine Quaternionen v, w
mit N{v), N(w) # 0, so daB

Rx = vwxw1ly™1 fiir Jedes xcK3;
d. h. jede Rotation ist darstellbar durch eln Quaternion ¢
Rx=qxg™? (1.25)

mit g=vwecH(K), Ng) = N(W)N(w)#0. Dabei ist K-vXw die Rotationsachse.
Umgekehrt ist jedes Quaternion g mit N(q) # 0 geometrisch gesehen eine Drehung.
Dabei bestimmt offensichtlich das Quaternion c¢gq fir ceK* dieselbe Drehung
wie q.
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Es gilt gxg1=x Vx€lK? genau dann, wenn gzq 1=z ¥z€H(K), d. h. wenn g im
Zentrum llegt, ¢¢ Z(H(K))cH(K)*. Mit (113) stellt also ¢¢H(K)* dann und nur
dann die Identitat Ec SO(3,K) dar, wenn ¢eK”* ist. Insbesondere ist die Einschrin-
kung des Homomorphismus' von Gleichung (1.24) auf Qu cH(K)>,

7 Q> S03,K), 7 {x)=qxq1, (1.26)
ein Epimorphismus von Gruppen, und es gilt (Qx nK*={+1})
kerz={+t1}. {(1.27)

Lesenswert haben bereits Klein und Sommerfeld (1897) Kapitel Einfiihrung in
die Kinematik und Kinetik des Kreisels die Beziehung zwischen (reellen)
Quaternionen und Drehungen herausgestellt. Thr Konzept der Wendesireckung
entspricht jedoch nicht der Spiegelung an einer Hyperebene, sondern wie bei
Bachmann (1973) derjenigen an einer nichtisotropen Geraden. Die hier dargelegten
Betrachtungen der Ebenenspiegelungen entsprechen der Sichtweise von Misner,
Thorne und Wheeler {1973) — sie bezeichnen die erzeugenden Spiegelungen als
versions — und der von Biedenharn und Louck (1981}, die, beeinfluBt von Klein
und Sommerfeld, den Begriff {urn gebrauchen.

Die komplexen Quaternionen H{C)

Im Gegensatz zu den reellen Quaternionen H=H(R) bilden die komplexen keinen
Schiefkorper, denn H(C) ist nicht nuliteilerfrei: z. B. gilt (1+ii) (1—ii)=0. Fur
z¢H(C) wird die komplexe Konjugation des Quaternions z durch

= 2o+ i+ T + Tk (1.28)

defintert.
Wir haben im letzten Abschnitt gesehen, daB jedes Einheitsquaternion g€Q¢
eine Drehung im komplexen Vektorraum lI-l(lC)pm.'é‘tIJ3 beschreibt. Wir wollen nun

untersuchen, wie die Rotation fiir ein gegebenes gcQq konkret aussieht.
Sei filr ein 2=z, 2. 23)€C

(o) = = % uTin (1.29)
o‘z._(z,a)wzlal+zzo‘2+?.30'3 [zl_l_izz —2z3 :|' .

Dann ist —ioy= gy +z3J + 23k ein reines Quaternion. Aulerdem gilt fiir v, we €3
Oy = (V, W) 10y 3¢ 19 » (1.30)

insbesondere also 0,0, = (v, v). Jedes Einheitsquaternion g=gp+ g+ gof + gak€ Qg
188t sich damit eindeutig schreiben als

g=qo—log mit  g={q. ¢z gz) € C3. (1.31)

Mit Satz (1.3.4) existieren zwei reine Quaternionen v, weC3 mit (v, v) =(w,w) =1,
deren Produkt g ergibt, g=vw, d. h. g= — 0,0, = ~ (v, W} —i0y, . Daraus folgt

go==—(v,w} und g=vXw. {1.32)

Damit entspricht jedem komplexen Einheitsquaternion g=gp—log eine Drehung
um die Achse q.
Fall I: g ist nichtisotrop. Dann [aBt sich ¢ eindeutig darstellen durch
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g=e " 1Tou/2_ aocos-%«-— iousin%
ftir ein 7€ C und den Einheltsvektor u=¢/Y(q, ¢ <C3?, und es ist

gl=G=elTou/2 _ o‘ocos% + ig,sing.

1.3.5. Lemma. Fiir ein Einheitsquaternion ¢¢Q, q:e—i"'aﬂ/ 2, (u,u) =1, stelit die
Abbildung aus Gleichung (1.26),

7t gt H{C)pyy —HIC) x+~gxql
eine Rotation von x¢ C3=H(C),,, um die Drehachse Cu mit dem Winkel 7€ C dar.
Beweis. Fr einen beliebigen Vektor x¢H(C),,,, gilt
Ix = —x — x5f + x5k,

= =Xy + x3f — 2.k,
d. h.
ix—xi = 2(—~x3j+x2k),
ixi = -—x,i+x9j+x3k= x""lei.
Damit folgt speziell fiir g=cos t/2 + sint/2i=cos7/2 —ig sin7/2 € Qg
qvq! = (cos% + sin%i)v(cos% - sin-g—i)

= ;:osz % v coslzr- a:in-;—(iv - vi)-; z;iln2 -;—iivi

i y . L w1 _

= & COST + 5 + 5 cos Tivi 5 -+ 5 sin 7 (v — vi)

= xyd 4 (x5 CO8 T— x5 8in T)f +(x, sin 7 + x3 cos k.

DPies ist eine Drehung um die {~Achse mit dem (komplexen) Winkel . Die Rech-
nungen fiir die j- und die k-Achse sind analog, und damit gilt die Behauptung
fiir jedes reine Quaternion. 0

Eine Rotation R(1)€SO(3, C) um die nichtisotrope Achse Cu, (4, u)=1, laBt sich
also darstellen durch

R(r)= e~ 10u/2 - cfocos—;— — igysing. (1.33a)
Die inverse Rotation R71(7) lautet einfach
RY7D)=R(—1) = el™0u/2 gcos 5 + 10,5in. (1.33b)

Fall 2: g ist isotrop. Dann ist 7 €3— €3, x - gxq7!, eine Nulldrehung im €8,
Wegen 1= q§ = qy2+(q, @ = g2 ist

g=T1

Seien v, we Qg zwei Einheitsquaternionen, fiir die g=vw gilt. Anders ausgedriickt
ist g=(—10y,)(—ioy)=—0y0,, d. h.

(v, W)= —go=T1, g=vXw

Da ¢ isotrop ist und v,well, in der isotropen Ebene liegen, ist g=rv+sw fir
r.5€C, r,8#£0. Mit 0=1{g, ) = (rv+sw, rv-sw) = r2—2q4rs 52 = (r — gys)2 folgt

a=r(v-+gow).
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Damit ist iibrigens ¥’ = (v, w) w keine Projektion, demn v—v' =v-+gow ist isotrop,
d. h. {v,w) st nicht der Cosinus des Winkels zwischen v und w. :

1.3.6. Beisplel. Fiir z¢C entspricht dem Einheitsquaternion
IR GUSS | PR SPYE (b S
g=q=1+51-5Jj= [0 1 |€Qc:

die Drehung um den isotropen Vektor ¢=(iz/2, —z/2,0)€C3 bzw.
um die Achse {(z;, Zg, z3) € €3 | z;+igy =0, g3 =0}. Die zugehdrige Matrix lautet

PR <
1 > o z
2 2
AlR) = —-—‘23— 1+£ iz | es0G3, @),
|z iz 1 |
denn
2 2 2
qrqt=x+ Eoe—xd) ~ £ (x—wi)+ - (g — e+ S et — S d
xy
= ("jt k) 'A(Z)' (xz) N
Xy
Wegen

e (i(zf-‘-p)) = (ite ™9 Ztn/2 ™ iz
23 P23

beschreiben die Punkte in der isotropen Ebene Tg={(z, 2, 25)€C | z,+iz, =0}
bei Variation von z als Bahnen parallele isotrope Geraden, und die Punkte in den
zueinander parallelen isotropen Ebenen II{p):=1{(z;, 2y, 23)€C3| z,+izy=p} (peC,
p#0) (Studysche) parabolische Kreise K(p):={(pz2/2,ipz2/2, 2eC3} zeC} (d. i
gleichzelitlg eine Schraubenlinie); siehe Strubecker (1969).

Mit der Identitit A(0) und der Beziehung A(z;)A(zy) = A(z;+zo) ist die Menge
{ A(2)| zeC } eine komplexe einparametrige Lie-Gruppe, die transitiv auf den
isotropen Ebenen II(p), pcC, wirkt. Selen die Matrizen

2y —22p/2 —z24 )

1 0 0 [ 1—#2/2 _ 2 0 7]
1 _ 1+ 241422
5= J1+22 f+gz | 57 —7!L-=-—2 TJJ-»I“ 22 o
0 i 1 241+z2 1+ 22
_ 1422 ;1+z2 | | 0 0 ]
J1+z2 0 -2
Sz= 0 1 0
2 0 y1+22
gegeben, Dann ist A(z) =8 8- 5;. 0

Sei M(2,C) die vierdimensionale €-Algebra der komplexen 2X2— Matrizen mit
der Basis ey, &k, 1 =1,2,
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710 0 1 0 0 00
¢ = Oo'el2= 00| €21 = 10l Cog= 01|

und ihren 16 Produkten €x;€pm = Cxm» €kt €mn =0 fir I+ m, vgl. Dickson (1914).

1.3.7. Lemma. Es gelten die Gruppenisomorphien
H(C) = M(2, ©),

Qe ¥ SL(2,T). (1.34)
Beweis: Seien die Pauli-Matrizen o; j=0, ..., 3, als Basis von H(C) gegeben.
Man sieht sofort, daB
1+0o g, ig g, t+ic 1—¢
‘311:_2"—1' 312.:_1_2_...2‘ e21=-1—§-—2, ezzz_z_a

gilt, und umgekehrt
l=ey +epy Ty=epteg, or=llep—ey), gz3=e~ 6.

Sei nun ¢ = g+ q i+ o+ g3 k€ H(C). Mit Hilfe der Pauli~-Matrizen liBt sich q dar-
stellen als eine Matrix Alg) = gooo— gy 01— 1g 0 —ig3 03, also

qdo— ig3 —go—igy }
Alg) = . (1.35)
g [ g,—1iq;  qotigs

Dies ist offensichtlich mit den Quaternionenrelationen der Pauli-Matrizen ein
Algebra-Isomerphismus. Weiter ist det AlQ) = gy?+g42 + g2+ 32 = N(g). Also ist
gcQq genau dann, wenn Alq)€SL(2,C). 0

Im Gegensatz dazu ist die Gruppe der reellen Quaternionen H=H(R) nicht
jsomorph zu M(2,R) (obschon ein Monomorphismus von H(R) nach M(2,C)
existiert, Dubrovin ef al. 1984). Beschrinkt man sich jedoch auf reelle Werte fiir
die g; im obigen Beweis, so siecht man sofort die wohlbekannte Isomorphie

arzsU@={a=[ % ©1|a bec, deta=1}

Zwar ist SU2)c M (2, €) keine komplexe Untermannigfaltigkeit des Vektorraums
M(2, €)= T4, jedoch eine reelle Mannigfaltigkeit: Sei A€ U(2), also

o —lorg oot icy |’

0 €R, o +al +oal+ a? =1 Demit sieht man, daB U2)x st x5% Die Be-
dingung det 4 =1 bedeutet, dal ¢ =0 ist, und daher

QR & SU(2) = $3.
Die reellen Zahlen &, (@g, @)= {(ag, ay, @y, &) heiBen Euler-Rodrigues-Parameler,
siehe z. B. Biedenharn und Louck (1981), [p. 18].
1.3.8. Folgerung. Offensichtlich gilt S& =Q¢. Daraus folgt mit Lemma (1.1.3)
SL{2,C) = SIXRS,
d h. SL(2. ©) ist wegen 7,(SL(2, ©)) & 7,(§3)B 7, (R3) = 0 einfach zusammenhingend.
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Mit den Gleichungen (1.26) und (1.27) ist durch
r: SL(2, €)— SO(3, C),

wobei 7, (x) = gxq™! fiir ge SL(2, C) und x€ €3 ist, eine zweifache tiberlagerung von
S0(3, C) gegeben. EBingeschrinkt auf R ergibt das SO(3,R)=~83/{t1}~RP2 Da
7 (RP3}=7Z, ist, folgt

7 (SO3,R)} = Z,. (1.36)
Vgl. Dubrovin, Fomenko und Novikov (1985} oder Bricker und tom Dieck (1985).

1.3.9. Bemerkung. H-=-H(R) kann als komplexer zweidimensionaler Vektorraum
mit der Standardbasis 1, j= —j=io,cH,

{= [1 0 ._[ 01

o1y JTl-10
angesehen werden, und ist mit den Multiplikationsregeln zj=jZ fiir z€€C und
j2=—1 eine C-Algebra. Mit dieser Basis hat man den Standardisomorphismus

Cz—H, (a,b)pat+bj= [_"3 2]

14. Clifford-Algebren und Spinorgruppen

Die Diskussion dieses Abschnitts orientiert sich an der Diskussion von Atiyah,
Bott und Shapiro (1964). Sei V ein endlich-dimensionaler Vektorraum iiber einem
Korper K und Q: V—K eine quadratische Form. Die Clifford-Algebra C(Q) ist eine
(assoziative) K-Algebra mit 1 und einer linearen Abbildung i=ig: V—C(Q), der
Strukturabbildung, filr die i2(x) =Q{x) 1 fiir jedes xcV gilt; zusitzlich geniigt C(Q)
der universellen Eigenschaft:

Ist A eine beliebige K-Algebra mit 1 und ist j: V— A eine lineare Abbildung mit
der Eigenschaft j2(x) =Q{(x)-1 fiir jedes xcV, so existiert ein eindeutiger Homo-
morphismus x; von K-Algebren, der folgendes Diagramm kommutieren 13dBt:

v —Ll—a

| A

4(0)

Wir k8nnen die Clifford-Algebra C(Q) mit der kanonischen Abbildung i: V— (0}
konstruieren, indem wir eine Tensor-Algebra T von V durch

o
T= eaov(v), vO=K, viO=v, vW=vg...9V,

v=

definieren. Multiplikation in T wird durch a-b=a®b fiir aeV("), be V¥ induziert.
Dann ist e®beV*+#)_ Sei {P)c T das durch die Elemente { x®@x—Q{x)| x¢V}
erzeugte Ideal von T. Dann ist C(Q)=T/a. und die Strukturabbildung ist die
Hintereinanderschaltung

iV T—> T/KQ)
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Sei nun £ C(Q) — C(0), x+ x!, der kanonische Anti-Automorphismus, fiir den gilt
(x-y}=yt-xt und 2=id. Da jedes x€C(Q) {(wenn auch nicht eindeutig) als eine
Linearkombination der Form x=x;-... -x;, x,€{V), ausgedrilckt werden kann,
wird t wegen xf=1{(x;"... " Xp}!= Xg'Xpgy*. . ."%; vollstiindig bestimmt. Sei analog
w: C(Q)— C(Q) ein kanonischer Automorphismus mit den Eigenschaften «2=id
und a{x) = —x fiir x€i(V), d. h. alx,...x) = (—Dk(x,...xg) filir x,€i(V).

Definieren wir nun die Konjugation auf C(Q) durch

toe = at: C(Q) —> C(Q), bezeichnet mit x+ X.
Dies ist ein Anti-Automorphismus. Sei C{Q)” die Einheitengruppe von C(Q)}, und sei
Q) ={ x| alx)-v-x"1eV ¥veV}
die Untergruppe von C{Q)*, die Clifford-Gruppe von Q. Die Abbildung
NCQ)— C(0), xPx-X,

heiBt die Norm von C(Q). Somit gilt fiir xeV N(x)= —(Xx)-1, Beachte, daB «(= tw
auf V und damit auf ganz C(Q) gilt, und daB F(Q) eine Gruppe ist, da @ ein Auto-
morphismus {und V endlich-dimensional) ist.

1.4.1. Lemma. Die Abbildungen « und { induzieren einen Automorphismus und
elnen Anti-Automorphismus auf der Clifford-Gruppe I'(Q).

Beweis. Die Abbildungen sind tid auf V. Falls a(x)vx eV ¥vcV, so folgt daher
ola(x))-v-a(x) 1= ~al(al(x)) a(v) alx) = ~a(alx)-v-x ) =alx) v-x"1V,
also ist a(x)eT(Q). Analog gilt fiir ¢
ot(x) - v-t{x) L= tor(x) - v t{x) 1= t{xx7t-v- (X)) €V
fiir jedes veV, da T'(Q) als Gruppe Inverse enthilt und « T(Q) invariant 148t. [

Fiir v=0,1 sei C(Q)” der Eigenraum flir den Eigenwert {—1)" von «, d. h.
Q) = { xeC(0)| alx)=(—1)Vx}, und es gilt

Q) =C(Q)° & C(ON

als direkte Summe von Vektorrdumen. Dies ist eine Z,-Graduierung. Sind zwei
Algebren in diesew Sinne Z,-graded, A= A0 @ A1, B= B0 @ B!, so ist das graduierie
Tensorproduki A @ B definlert durch

(A8 B)"= (A° @ BY) @ (4! ®BY)
(48 B)!= (A @ B!) & (4! ®BO)
mit der Multiplikation
(d@b) (a@b)=(~1DV(a-d}) B (b- V)

fiir ac A* und beB”. A ® B ist wieder eine Z,-graduierte Algebra.
Sel V=V,®V, eine orthogonale Zerlegung eines Vektorraums mit Bilinearform
0, und sei Q; die Einschrinkung von Q auf V;. Dann ist

CO) = C(0) BCQy).
Siehe Atiyah, Bott und Shapiro (1964).
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Wir gehen nun itber zu den speziellen Algebren C,, =C,(K), die die Clifford-
Algebren C(Q) zu den Vektorrdumen V=K" mit der quadratischen Form {: K" —[K,

x=(Xgy .00, X2 —%2— ... — x,2 {1.37)

und der kanonischen Basis ey,..., e, sind. Die Beziechungen im Ideal I{Q) besagen
dann

e =—1, epe;=—erey fiir k#1, (1.38)

wie man leicht aus (044 ...+ 2,e,)=—(A2+ ... +2,2) folgert. Speziell ist
Cp=IK, wie man sofort sieht, und C,~H(K), denn die lineare Abbildung
Cy — H(K), e;» —ioy, j=1,2, ist Isomorphismus. Fir K=R ist C;=C (e;~i),
und fiir K=C ist C{C}=H{R) (e;+ j).

Die Strukturabbildung in: V-—> C{Q) ist injektiv, d. h. ¥ kann angesehen werden
als ein Unterraum von C(Q) via dieser Abbildung. Bilden e, ..., e, eine Basis von
V, so bilden die Produkte e, ...e, , 1Sy, < ... <vg<n, und das Element 1 eine
Basis des K~Vektorraums C(Q). Insbesondere liefern dle Gleichungen {1.38) eine
vollstindige Relationenmenge fiir diese Produkte, und C{Q} hat die Dimension

dim[[( Cn - 2“’.
Es ist
C,=C;®...8 C

(n Faktoren). Sei I', die Clifford-Gruppe der Algebra C,, d. h. T, ={xeC)|
a(x)K" x™1 <K}, und sei g: T, — Aut{K")} =GL(n,K) der durch

o(x)v=al(x)vx™1 fiir xcI', und veK®. (1.39)

gegebene Gruppenhomomorphismus. Nennen wir ihn nach Atiyah, Bott und Shapiro
(1964) twist-adjungierte Darstollung (twisted adjoint representation) von T,,.

1.4.2. Lemma. Der Kern der Abbildung ¢: T, — Aut(K") ist K*, die multiplikative
Gruppe der K-Vielfachen von 1€C,,.

Beweis. Sei xcker(g). Per definitionem ist dann a(x)-v=v-x fiir jedes veR".
Mit x = x0+x1, xv € CY, wobei C, = CJ @ C}, 1dBt sich diese Gleichung umschreiben
ZU

x0p=px0 und ~xlv=rypxl, (1.40)

Nun kann x¢ mit der kanonischen Basis auch durch x?=a0+-¢.b!, a0cCQ, blc C},
ausdriicken, wobel weder 4% noch b den Faktor e, enthalten. Wendet man die
erste Beziehung in (1.40)} aun auf vz e, so erreicht man

a¥+ e, bl = e 1(a+ ey bl)e.

Da jedes Monom a° geraden Grad hat und keinen Faktor e, enthiilt, ist a%, = e a®.
Entsprechend ble, = — e bl; also ist a¥+ e bl = a0 —e;bl, d. h. b =0, und x enthiilt
keinen Faktor e,. Sukzessive angewandt auf den Rest der Basis ¢, liefert dieses
Argument, daB x als Linearkombination von Monomen ausgedriickt werden kann,
die keinen Faktor e, enthalten. Doch das bedeutet x%c€K-1. Geht man mit der
zweiten Gleichung in (1.40) #hnlich vor, wird aus x!=al+¢,b0 und v=¢,

al 4 e b% = — ey tate, — B0y = at — e, V.
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Also ist 5°=0 und x'€R. Wegen RcCQ, d. h. x! =0. Also ist x=x0¢R A, =R
(|
1.4.3. Lemma. Ist x€I",, so ist N(x)eK*,

Beweis. Man berechnet, daB N(x) im Kern von g liegt, d. h. N(x) operiert trivial
auf K”. Fiir xeI', folgt a(x)vx1cK" fiir jedes ve¢K"™, Wendet man darauf { an,
so folgt weiter f(x)™1 v tx(x} =a{x)vx™1, da { die auf K™ die Identitidt ist. Somit
gilt v = t{x)oe(x) v~ (tr(x) x) T=w(kx)-v- (@x)™", d. h. ¥xeker(p); dasselbe folgt
durch Lemma {(1.4.1) fiir xx=x%. [l

1.4.4. Lemma. N{I,: T, —K" ist ein Homomorphismus, und es ist N{a(x)) = Nlx).
Beweis. N{xy) = xppx = xN(y)% = xXN(y) = N(x)N(y), wobei die dritte Gleichung gilt,
da N(y)eK*, dem Zentrum von F,,. N{ex) = a(x)or(%) = a(xx) = «Mx) = N(x). 7
Sei
Null = Null{(K) = {xe K" | Mx) =0}

die Menge der isotropen Vektoren aus K~.

1.4.5. Lemma. Es gilt K™\Null< T,,. Fiir x¢ K™\Nul} ist g(x) die Spiegelung an der
zu x orthogonalen Hyperebene. Insbesondere ist g(I',)c O(n, K).

Beweis. Fiir x¢K™\Null kénnen wir eine Basis von K”? so wihlen, da8 x = N(x)ey.
Mit Lemma (1.4.2) folgt o(Nx)e,) =g(e)). Man kann also o. B. d. A. annehmen,
daf x=e;. Dann gilt

pleJe, = aley)ejey = —e¢
olee, =a(e)e ey 1= —eje el =008, 1=e,, v#L

Dies ist eine Spiegelung, Sei jetzt x¢T,, und sei v¢ K™\Null, Dann ist N(p{x)v)=
Nlar(x) v 1) = N(ee ())N(IN(x 1) = N(x)N(v)N(x™1) =N(»), d. h. o(x)eO{(n, K). 0

Sei fiir n 21
Pin{(n, K) := ker(N:T,, >K*} c T,,. {1.41)

1.4.6. Lemma. Flir g¢Pin(n,K) gilt o(g@)v =gvq! fiir jedes veK™.

Beweis. Da geI', ist und tv=v VvcK?®, folgt gvqt=t{gvigt)= qvq?) = — algvgt) =
—alq)ea(v) a{gt) = x{g@)v§. Da fiir gePin{n, K) die Norm N(q) =1 ist, folgt g§=1, d. h.
g=q 1. Damit folgt die Behauptung. ]

Damit 148t sich Pin{n,K) auch darstellen als
Pin{n, K) ={gcT,, | olg)v=qvg?cK™ ¥veK"}.
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1.4.7. Satz. Sei n=1. Die Einschrinkung g|Pin(n, K), hat das Bild O(n,K), und der
Kern ist Z,, erzeugt von —1¢Pin(a,K)cI',cC,. Somit hat man die exakte Sequenz

1— Z; — Pin(n,K) £ On,K) — 1.

Beweis. Jede orthogonale Transformation A€O{(n,K} ist ein Produkt von k
Spiegelungen fiir ein kS<n, Satz (1.2.6). Wegen Lemma (1.4.5) sind aber alle
Spiegelungen im Bild von ¢|Pin(n,K), und fiir den Kern gilt ker(glPin(n, 11()):
ker(g) nkee(N) ={ teK*| M) =1} ={1,~1}. O

Pin(n, K) hat als Lie-Gruppe eine wohldefinierte Struktur, so daB g ein Lie-
Gruppenhomomorphismus und eine doppelte tiberdeckung ist. Ferner ist die
Spinorgruppe iber K definiert als das Urbild der speziellen orthogonalen Trans-
formationen SO(n,K) der Abbildung ¢: Pin(n,K)— O{(n,K), d. h.

Spin(n, K) = ¢ 1(50(n, K)). (1.42)
Es gibt also eine exakte Sequenz von Lie-Gruppen
{ —s Z, —> Spin(n,K) £ $0(n,K) —> 1. (1.43)

Der komplexe Fall K=¢C

Fiir n=1 ist ¢;,=C{) (fiir K=R: C,=C), und I, ={zeCy*| ziK)zlc jC} =
(KujC)v{o}. Also ist Pin(1,€)=Z,, erzeugt vom j, und Spin(l, C)={t1}=2,,
SO(1, €)= So() ={1}.

1.4.8. Lemma. Fir 122 ist der Homomorphismus g: Spin(n, €)-— SO(n, C} eine
zweifache {lberlagerung.

Beweis. Es ist zu zeigen, daB es einen Weg in Pin{n, €) gibt, der die Elemente
1 und —1 verbindet, die den Kern von g erzeugen. So ein Weg ist z. B.

w: i cost+ sinf e-e, O0St=7.

Es gilt w({)"l=#({) =cos ! — sin!-e;-¢,, also w(f)cPin(a, C). Da gw(f) fur jedes {
in einer zusammenhdngenden Wegkomponente von O{n,C) bleibt, und
ow(0) =1€ 80(n, T), ist w(t)€ Spin(n, C) filr jedes ¢ ]

1.4.9. Korollar. Fiir n 23 ist die Fundamentalgruppe 7,(SO0(n, C)) isomorph zu Z,.
Damit ist Spin(n, €) st einfach zusammenhingend, und g: Spin(n, ) — SO(n, €)
ist die universelle Uiberlagerung.

Beweis. Korollar (1.1.9), Lemma (1.1.11) und Gleichung (1.36). 1

Da mit Bemerkung (1.3.8) SL(Z, €)= Q. die universelle Uiberlagerungsgruppe von
S0(3, €) ist, gilt
Spin(3, €)= Q¢ - (1.44)
D. h. die Uberlagerung (1.26) m: Qg— S0(3, C),
T x)=gxqt fiir g€Qg und xcC?
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ist dieselbe wie die twist-adjungierte Darstellung von T'; aus Gleichung (1.39),
g: Spin(3, €)= SO(3, C). Man hat nun die Algebra-Inklusion

w:HIC) = Col€), (1, k) (eqeq, eqey, eg65), (1.45)

(H(C) = Co{C)1), die sich auf einen injektiven Homomorphismus :H(C)*— Ty
einschrinken l#Bt, der die Norm erh#lt und vertriglich mit den jewelligen

orthogonalen Operationen des €3 (bzw. des H(C)y,, = C3)ist. Also kommutiert
das folgende Diagramm:

H{C)* x [['I(C)pur'—_"_) EI'I(‘E)l;mr

xxll lz

pXC  —— s €3

Hierbel ist A:H(C)py~>€3, 1,4,k (e, €5, €3), der natiirliche Isomorphismus,
und die horizontalen Pfeile stellen die entsprechenden orthogonalen Operationen
des C? dar. Die Einschrinkung von » auf Elemente der Norm 1 liefert einen
injektiven Gruppenhomomorphismus x: Qg — Spin(3, C}. Wegen (1.44) ist dies ein
Isomorphismus. Es folgt

T=0°X.

1.4.20. Bemerkung. Die Lie-Algebra g[(Z, C)=80(3,C)=#80(1,3) von Qg ist als
Vektorraum betrachtet der Tangentialraum von S§& c H(C) = C4, S@ ¥ SIXR3, am
Punkt 1=(1,0), Er ist also der Raum der reinen komplexen Quaternionen, das
Komplement €3 von € ¢ H(€). Als ein komplexer Vektorraum wird die Lie-Algebra
durch die drei Pauli-Matrizen o, i=1,2,3, bzw. durch i, j, keHcH(C), erzeugt.

1.3. Spinoren

Durch die Isomorphie (1.34} ist jedem Einheitsquaternion ¢€Qg eine Matrix
LeSL(2, C) zugeordnet; entspricht ¢ einer Drehung um eine nichtisotrope Achse,
so existiert genau ein Einheitsvektor ucC3?, so daB g=e— 94/2 jst; dies ist mit
{(1.35) bzw. (1.33) die Matrix L= L(r)eSL(2, C),

7 - cos% —-lsln% uy  —(up+iuy) sin% . (1.46)
(ug—iey) sin % cos QT' +i sin-g- uy
Der Inversen ¢ 1=¢§ entspricht L(z)™!=L{—7). Damit entspricht eine Rotation
R(7)€ SO(3, C), bzw. eine Lorentz-Transformation A(l, 3)e€SC*(1,3), &+it=r1, einer
Transformation Le¢SL(2, C):
Z=R(r)z & og=LogL™ (1.47)

mit z, '€ 3. In Komponentenschreibweise und mit der Einsteinschen Summen-
konvention (d. h. liber doppelt auftretende Indizes wird summiert) ist dies mit
' =1z7'%e,, z=7%¢,, wobei e=(e,, e,, ;) die kanonische Basis des C? ist, und mit
R= (R“ﬁ)a’ﬂ’ d. h. Z’a ZR“‘BZ‘BQ
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Og=Z%0, =R%2P0, =L7PogL1=LogL™\.
Es folgt
R¥%aa=LogLl™ oder R¥*g=—tr LogL o=, (1.48)
&*:—¢,. Man sieht hier explizit, daB L und — L dieselbe Drehung darstellen.

Die universelle liberlagerungsgruppe SL(2, C) von SO(3, C) 2 SO*(1, 3) wirkt auf
den zweidimensionalen komplexen Vektorraum €2 mit den Spaltenvektoren

£o
pp=£= ( £l ) (1.49}
wobei £9, F1¢ C die Komponenten beziiglich der Basis
i1 {0
0‘(0)' “(1)' (1.50)

sind. Die Bezeichnung ¢p geht auf Ryder (1985) [p. 43ff] zuriick. Fiir einen
transformierten Vektor £€C2 gilt also

e

¢=L¢& (1.51)
fiir eine Matrix L¢SL(2, C). In Indexschreibweise lautet diese Gleichung
FA=[A, B, (1.51)
wobei A4,8=0,1, und
_ (L% LY
L= ( Lty L‘I)ESL(:Z, ). {1.52)

Gesucht ist nun ein Skalarprodukt (-, )g: C2—C, so daB SL(2,C) isometrisch
auf €2 wirkt.
Zunichst ist zu bemerken, daB SL(2, C) von den drei Matrizen

iz
a@=( 7} w@=(5 S} a@=(,]) o 0

erzeugt wird, siehe z. B, Carmeli (1977). Bereits mit der Transformation £olz) fir
ein z#0 sieht man, daB das Skalarprodukt symplektisch sein muB. Sei es also
durch

(€, &' )q = EQEN—FIEG (1.54)
definiert. Dann gilt flir j=1,2,3 sowie & =gj(z)<f und ?:gj(z) EreC?
(EN$ ?) = (Ev E’)-
1.5.1. Definition. Der komplexe Vektorraum &g = (C2, (-, )r) heibt Spinorraum 1. Art,

und seine Vektoren heiBen Spinoren (1. Art). Die Lie-Gruppe SL(2, C) wirkt von
links isometrisch auf &g,

Anders formuliert lautet (1.54)

(£, )n=c45EAC'B,

wobei
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4= 4B = I:_(; (1)] (1.55)

der e-Spinor ist. Mit der Definition
§a=capél (1.56)

kann man mit Hilfe des ¢£-Spinors Indizes von Spinoren hinauf- und herabziehen.
Damit spielt der £-Spinor in der Spinorraum-Geometrie dieselbe fundamentale
Rolle wie der metrische Tensor 87 in der pseudo-Riemannschen Geometrie. Daher
wird er auch metrischer Spinor genannt. Dann gilt fiir das Skalarprodukt

AL A=eanEALB = (£, E)R.

Analog betrachten wir nun den komplexen Vektorraum €2, auf den SL{2, €) von
rechts wirkt, d. h. den Raum der Zeilenvektoren

PL=n=0u%Y,pv), {1.57)
wobei 7%, p1'¢C die Komponenten von » beziiglich der Basts
o'=(1,0), =(0,1) (1.58)

sind. Ferner sei nun das symplektische Skalarprodukt
@7 =94y = sap ¥ #
gegeben, wobei
€ A =€ A (1.59)
der ¢-Spinor ist.

15.2. Definition. Der komplexe Vektorraum &; =(CZ,(-,-);) heiBt Spinorraum
2. Art, und seine Vektoren heiBen Spinoren 2. Art. Die Lie-Gruppe SL(2, €} wirkt
durch Rechtsmulitiplikation und isometrisch auf & .

Der Zusammenhang zwischen Spinoren und Vektoren.

a) Die Cartan-Konstruktion

Betrachten wir den Raum der Paare von Spinoren 1. und 2. Art, (£,7)€@pX&y.
Durch die Basis (o, 0", (¢,2), (0,¢)+ (2, 0'), 1dBt sich ein dreidimensionaler Vektor-
raum Gy CGRX S (dimSpx & =4) konstruieren mit den Komponenten
(EOpV, Elpl’, FOpt’' + E1p0) ¢ €3, Diesen Vektor kann man z. B. als spurfreie komplexe

2X2-Matrix
—Z0 Z00 — FOpt’ . E1p0 2EOHY
Z = z ] z ’ = ‘f ]? E,I) ,Ev . (1.60)
Zit Zo —_ 2511?1 50,71 _|_§1;70

darstellen, deren Eintrige von den drei Komponenten des Vektors abgeieitet sind.
Man kann nun die Basen des Spinorraums 2. Stufe und der reinen komplexen
Quaternionen, {0, 0, (s,¢'), (0, ')+ (1, 0)€ &gy und o,, oy, o3¢ H(C)py,» miteinander
identifizieren, so daB mit (1.29) Z =g, eH(C),,,, filr ein g= (g, 2, 23)€ C3 ist, d. h.
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Eopt' - Eip0’ = — 2, 25090 = 2, — Iz, — 281 = gy + iz, ] {1.61)
7= £ — gyt 2 =1EO+Etyt),  gy=—gopt'— gy '
bzw.
Za= +tr(Za,).
Weiter gilt

det Z = — (EOpt'— £1y0")2 = g2+ 7,24 7,2, (1.62)
Daher liegt es nahe, auf &gy ein Skalarprodukt (-, )py: SprX Spy— C durch
(V. Wine = 4 (det (VW) — det (v—W)) (163)

zu definieren ({Z, Z)g; =det Z).

1.5.3. Definition. Der Vektorraum &gy ¥H(C),,, mit dem Skalarprodukt (-, )gy.
heiBt Cartanscher Spinorraum 2. Stufe, seine Vektoren Z€@pg; heiBen Cartansche
Spinoren 2. Stufe.
SL(2, C) wirkt auf @uy durch
Z=LZ L, LeSL(2,0), (1.63)

denn durch einfaches Nachrechnen mit Hilfe der Beziehung [ ]_1 *b

SL(2, ) sieht man, daB mit Z Jauch Z eine spurf: reie Matrix ist. Da det L= det L 11,
gt (W, W)ge = (V. W)gy fiir V,W,V,WeBg; mit V= LVL-, W=LWL1. Somit gilt

1.5.4. Satz. SL{2, C) wirkt durch Konjugation (1.63) isometrisch auf Sg; .

Eine Besonderheit der Cartan-Spinoren ist die Beziehung
Z2'Z=E-detZ. (1.64)

1.5.5. Beisple]l (Cartan, 1938, und Klein und Sommerfeld, 1897)
Gilt flir die Komponenten des Cartan-Spinors Z aus {1.60) F4=p4" so folgt
mit (1.61)

2y = (£0)2—(£1)2, zZ:i((fo)z_,_(El)z)’ 73 = — 2FOF1,

Fiir den assozierten Vektor zcC? folgt (g, 2) =det Z=0, d. h. er ist isotrop. Die
ersten drei Gleichungen aus (1.61) lauten nun

Z iz
FO=tyila—iz), =00

Spinorfelder

Sel V= (61, 62, 33) mit

der Gradientenoperator der holomorphen Funtionen f: C3—C,
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1.5.6. Definition. Der Operator

b, B6,—i0
(6 . '— — 3 i 2 .
a5 4. B=0.1 = Oy 8,+18, —& (1.65)
heiBt spinorieller Gradientenoperator.
Es gilt
§AC = AB D'y (1.66)
d. h.
a., —4a., — 8y =—5—id
fAcC’ ,:I: 11 10]:[ 3 1 2]:-—-(0 3,
( )A'C - 601r 600; - 61 + 132 63 ) v
und
8am AC = Oy IC' 4 3, IIC = — 5,57 A, (1.67)

also als Matrix

(645 04C) g, o= [——(;A "..(L] =~ (8am)"

wabei

der komplexifizierte Laplace-Operator ist {vgl. demgegenilber die gebriuchliche
Definition von A z. B. in Fischer und Lieb, 1983, p. 91). Die einfachste Feld-
gleichung, die mit dem Spinoroperator gebildet werden kann, ist

3AB: ¢AEO bzw. 3A3r lpBIZO, {1.68)

d. h. in Matrixschreibweise

ov (8)=0.  (#.9)oe=0

a. a,—id ¢0) _ o gR-x E—iﬁé_ )
[61:132 l_‘3‘32:| (@JMO' (v ") [%;ii%; __:3;2]--0

wobei pB’ G, = & P und v=(%,. <§2, %—3)' Die Spinorfeldkomponenten sind hierbei
holomorphe Funktionen, also ¢4, p4". C2— C, A= 0, 1. Jede der beiden Gleichungen
(1.68) heiBt (modifizerte} Weyl-Gleichung; die erste ist die Weyl-Gleichung fiir ein
ungestrichenes Spinorfeld, d. h. fiir ein Feld erster Art, dle zweite fiir ein
gestrichenes Feld. Man sieht an der ersten Weyl-Gleichung, daB der spinorielle
Gradient eines ungestrichenen Spinorfeldes ein gestrichenes Spinorfeld ist. Will
man also Terme ohne Ableitung in der Differentialgleichung zulassen, so kénnen
diese nur Komponenten eines gestrichenen Spinorfeldes enthalten. Entsprechendes
gilt filr die zweite Weyl-Gleichung (1.68). Das einfachste geschlossene System
ist somit die Dirac-Gleichung

Bap PA= i—f{%-'w‘ar, AC” Yo = T?E'M (1.69)

oder, in Matrixschreibweise
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Lot T (- (). [t () - ()

bzw.
_ x @0
ow V2 P!

5 vor | = 0.
- [ 4
vz 99 Ay

Hierbei ist die Konstante » =2 die reziproke Compton-Wellenlédnge eines Teilchens
der Masse m. Einsetzen der ersten in die zweite der Gleichungen (1.69) ergibt

i42 ’ X
“x 9am 0% 9o = 15 wp

d. h. mit (1.67)

(=244 x%2) g =0. (1.70a)
Analog folgt

(—2A4+x2) pA' =0, (1.70b)

Allgemein gilt fiir eine holomorphe Funktion f:C"—>C mit der Zerlegung in
Real- und Imaginiirteil f(zy,...,z,) =u{z), ...,z )+ 1iv(zy,. .., 2.), 4, v CPSR,
und mit g =x+iyg, Xpyr€R, k=1,...,n, wegen der Cauchy-Riemannschen
Differentialgleichungen:

of ou O _ o d h o _

Bxk - 6?,5 Bxk - 6zk’ 8xk2 - 3Z'k ’
g_zii d. h azf:_azf.
6‘yk 3zk’ ) 3yk2 6zk2 !

s. hierzu Fischer und Lieb (1983) [p.18ff] und Gunning (1990) [p. 4]. Damit folgt
o _ 8y oy

822 Ok By2”

Fir n =3 und mit der Bezeichnung

192 oz
€2 BT am Byp2

2

3
(1.71)

(¢ =const: Lichtgeschwindigkeit) und dem d’Alemberi-Operator
3
1 82 82
D=2 52~ 2 ag
lassen sich die Gleichungen (1.70a) und (1.70b) also umschreiben zu

(4 x2) =0, (1.72)

wobet = ¢4, pgr, A, B’ =0,1. Dies ist die Klein-Gordon-Gleichung. Mit der durch
die kanonisierte Quantisierungsvorschrift gegeben Zuordnung fiir Energie ¥ und
Impulis p,

8

B

p<—> —ithivV

32



folgt daraus

51"2 E2 — p? —m2¢?

(mit p?=p-p), die speziell relativistische Bezichung zwischen Energie und
Impuls eines Vektors (E,p)elR4. Mit der nichtrelativistischen Néherung
E=v/m?c3TpZc? nime?2 +p2/2m + ... ist dies die Newtonsche Energiegleichung
Eiota1 = Epgy + Eyjp, die wiederum gemiB der kanonischen Quantisierung fiir die
kinetische Energie Ei;, = p2/2m die Schridinger-Gleichung

ergibt.

(b} Die van der Waerdensche Konstruktion

Die gebréuchliche Zuordnung von Spinoren und 4-Vektoren, den Weltvektoren,
die auf van der Waerden (1929) zurlickgeht, stellt einen direkten Zusammenhang
zwischen Spinorraum und Minkowski-Raum her. Sie nutzt die Tatsache aus, daB
der Minkowski-Raum isomorph zum Vektorraum der Hermiteschen 2X2 - Matrizen

Herm(2) = { [b @ bt lc:I | a,b.c. dE[R}

—~ie d
ist, und zwar durch die Zuordnung mit Hilfe der Infeld-van der Waerden-Symbole
1 10 . 1 01
00 =0a5’= 77 | , 1], 048 =gppt= T [1 0],

’ 1 0 i ' 111 0
AR ,2: — AB — pam‘“—-—
U™ =T 0am 5| - 1]’ 93 Oan 1’5[0 —1 b

die bis auf den Faktor Y2 die Pauli-Matrizen sind; vgl. Penrose und Rindler (1984}
[p. 125]. Dann ist die Zuordnung M — Herm(2),

. , y 1 | x04x3 xl4ix2
ﬂ 1 2 ) AB == e
(x©@, xt, x2,x8) » X X/ gAB 73 [ ]

xi—ix2  x0—x3

eine Bijektion, d. h. M = Herm(2) =H(R) als Vektorrdume. Wegen det X = yﬁx"xf ist
diese Abbildung sogar isometrisch. Definieren wir nun a priori den Spinraum
@48’ als die Menge der komplexen 2x2-Matrizen X-A48', @48 = M(2, C) =H(C),
und @A4":=Herm(2) der Raum der Hermiteschen Spinoren (2. Stufe), SAA' c GAF,
@AB' =4 hat die Basis 0o, of, 10,1, XAB = X000/ + X0V gy 4 X10300 4 X103yt

wobei
, | xo0' xof
XAB — l:xm: X“:jl.
Es gelten die Bezichungen

o8 = a0’ +ut’ 0% = ot'+10'
oyAB = ilte'—ot")  0,AF =00 —ur'.
Ferner gilt mit den Infeld-van der Waerden~ Symbolen

xﬂ:XAB'a—ﬂ ..
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Jedem (komplexen) Weltvektor x2 entspricht also ein Spinor X458’ und umegekehrt.
Ist der Weltvektor reell, so ist der der Spinor Hermitesch und wird mit X44'
bezeichnet.

Analog der Behandlung der Cartan-Konstruktion kann man einen Spinoroperator
durch

1 30+33 31_162 '
6AB —O'ABJ 5} 1/— 61"‘162 60 33 (1.65)
Es gilt wortlich (1.66), sowie
Bap BAC = - a <0
l (1.67")
Opp 84C = 5 ‘55?’

Die Weyl-Gleichung (1.68) bleibt formal identisch, ebenso die Dirac-Gleichung

Oam PA= o wm,  OACyoi= L pA. (1.69)

Einsetzen der ersten in die zweite Gleichung ergibt mit (1.67") direkt die
Klein-Gordon-Gleichung

(O+x2) pgr=0. (172

Bemerkung. Man sieht die der Alltagserfahrung scheinbar widersprechende
Tatsache, daB SO{3) nicht einfach zusammenhingend ist, auf zwei verschiedene
Arten:

Erstens ndmlich mit Hilfe der Quaternionendarsteliung flir die Rotation R(3),
bei der eine Rotation um 27 verschieden ist von der identischen Rotation, denn
R(0) = R{47) + R(2x).

Zweitens durch die folgende Koordinatisierung, vgl. Dubrovin ef al. (1984) oder
Penrose und Rindler (1984): Jede Rotation des Euklidischen 3-Raums ist festgeiegt
durch ihre Rotationsachse und durch den Winkel ¢, @¢[0, 7], mit dem der Raum
um die Achse gedreht wird. Wihlen wir aus den zwei méglichen Drehrichtungen
die im Gegenuhrzeigersinn, so ist ein Element aus SO{3) vollstindig bestimmt
durch den Vektor $cR3, dessen Richtung durch die Rotationsachse gegeben ist,
und dessen Betrag @l ¢ ist, Somit ist jeder Punkt aus SO(3) einem Punkt der
abgeschlossenen Vollkugel mit Radius z, dem Raum B, zugeordnet. Diese Zuord-
nung ist zundchst nicht eindeutig, denn eine Rotation um 7 unterscheidet sich
nicht von einer um — 7. Identifizieren wir die zwel diametral gegeniiberliegenden
Punkte auf dem Rand § der Kugel B, so erhalten wir den Raum B. Diese Zuordnung
ist bijektiv. Die Identitit von S0(3) ist der Mittelpunkt 0 der Kugel, und der
Tangentialraum bei der Identitdt ist der gesamte 3-Raum. Betrachten wir nun
einen geschlossenen Weg in SO(3)= B. Es gibt zwei disjunkte Wegeklassen, I und
II, je nachdemn ein Weg eine ungerade oder eine gerade Anzahl von Schnittpunkten
mit dem Rand § hat. Klasse I besteht aus allen Durchmessern durch B, und Klasse
Il aus allen inneren geschlossenen Kurven, insbesondere den »trivialen«, d. i.
konstanten, Wegen, bestehend aus einem Punkt. In SO(3) ist dies die 1, die
identische Rotation. Kein Weg der Klasse I kann stetig in einen II-Weg verformt
werden, da Schnittpunkte nur paarweise entstehen oder verschwinden k&énnen;
andererseits konnen [-Wege in I-Wege und 11- Wege in [I-Wege verformt werden.
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Eine stetige Rotation im Euklidischen Raum, die ein Objekt zuriick in seine
urspriingliche Lage bringt, ist ein geschlossener Weg in SO(3), und somit in 8.
Ist die Rotation eine Volldrehung um 2x, so ist dies offensichtlich ein Weg der
Klasse I, wohingegen eine Drehung um 4x ein I1-Weg ist. Das heiBt, daB eine
Rotation um 27 (bei der die ganze Bewegung betrachtet wird, nicht nur der
Anfangs- und Endzustand) nicht stetig verformbar ist in einen konstanten Weg,
also in die identische Rotation. Dagegen ist eine Rotation um 4r verformbar in
die identische Rotation, also nutlhomotop.

Die Frage stellt sich nun natiirlich, ob dieses zunichst rein topologische Ergeb-
nis iiberhaupt Entsprechung in unserer physikalischen Welt findet. Oder, wie
Biedenharn und Louck (1981) fragen: Ist die Abbildung £—R physikalischer
Rotationen in die topologische Gruppe SO(3) bijektiv oder nicht (surjektiv ist sie
sicherlich)? Ist also eine Rotation um 27 nicht doch physikalisch dquivalent zur
identischen Rotation? Sie stellen heraus, daB das Konzept des festen Kérpers
{solid body), d. h. eines undurchdringbaren Gebiets des Raumes, wesentlich fiir
den spinorieilen Charakter (d. h. R(2r) % R(4x) ~ R(0) = 1} makroskopischer Objekte
auf dem klassischen (im Gegensatz zum quantenmechanischen) Level ist. Mathe~
matisch entspricht der feste K8rper einem Koordinatensystem (coordinate frame).
Dieses Konzept steht im Gegensatz zu demjenigen der punktartigen Objekte wie
z. B. Vektoren oder physikalische Massenpunkte, bei denen eine Rotation um 27
nicht unterscheidbar ist von der identischen Rotation. Anhand von Diracs
Konstruktion, bei der ein fester Korper durch ideal dehnbare Gummibinder mit
einem fixen Referenzrahmen befestigt ist, liBt sich der Unterschied verdeutlichen:
Nach einer Drehung um 27 {um eine beliebige Achse} verheddern sich die Gummi-
bénder hoffnungslos; keine Manipulation kann sie entwirren (falls der Kérper
fiir die Bénder undurchdringlich ist, s. Fig. 1). Nach einer Rotation um 47 jedoch
kénnen die Biénder entwirrt werdem, und die urspriingliche Konfiguration ist
wiederhergestellt, siehe Fig. 2. Mit Hilfe der Artinschen Theorie der Zopfgruppen
kann man beweisen, daB die Minimalzahl von Gummibindern fiir die Unterscheid-
barkeit der 27 -Drehung von der Identitit drei ist, siehe Biedenharn und Louck
(1981), p. 25; vgl. Fig. 3. Fiir weitere Beispiele und Erliuterungen siehe auch
Penrose und Rindler (1984),

Diese Betrachtungen bleiben auch fiir die komplexen Rotationen des Euklidischen
Vektorraums C3 giiltig, denn nach Korolar 1.1.12 sind sie vom gleichen Homotopie-
typ wie die reellen Rotationen. Durch die Isomorphie der komplexen Rotationen
mit den eigentlichen Lorentz-Transformationen ilbertrigt sich die ganze
Diskussion der Euklidischen orthogonalen Geometrie auf die pseudo-Euklidische
Geometrie des Minkowski-Raums der Speziellen Relativititstheorie. Diese Paral-
lelitdt ist umso ilberraschender, als die komplexen Rotationen auf einen reellen
sechsdimensicnalen, die Lorentz-Transformationen dagegen auf einen vierdimen-
sionalen Vektorraum wirken.

Vorsicht ist librigens geboten mit dem Begriff der »komplexen Rotation«. Man
Ist leicht in Versuchung gebracht zu ilbersehen, daB eine Rotation um einen
imaginéren Winkel 7=1t, t¢R, nicht periodisch ist. Aus diesem Grund vor allem
geben sich Misner, Thorne und Wheeler (1973) in dem sehr drastisch titulierten
Abschnitt Farewell to ict, p. 51, allgemein sehr kritisch gegeniiber einer leicht-
fertigen Einflihrung komplexer Zahlen in die Lorentz-Geometrie. Jedoch spricht
die formale Gleichheit von Minkowski~ und €3-Geometrie sehr dafiir, die reelien
Begriffe — wenn auch mit allem notwendigen Bedacht — komplex zu erweitern.
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Fig. 1, Die Undurchdringbarkeit des Korpers ist wesentlich fur die Nichientwirrbarkeit der
Binder nach einer Rotation um 2, Aus: Biedenharn und Louck (1981)

MOVARLE ROTATION BY 47

TRIANGLE

basteT

—

“Xpypper
Bopat ROTATION BY 4%

Fig. 2. Diracs Konstruktion. Nach einer Rotation um 47 sind die Bander entwirsbar: R(47) = R(0).
Bine Drehung um 4x ist homotop zur Identitit. Aus Biedenharn und Louck (1981)

ROTATION
BY 2x

A A A

Fig. 3. Eine Rotation um 27 bel nur zwei Bindern ist entwirrbar. Aus Biedenharn und Louck (1981)
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Bemerkt sei noch, daB das Ergebnis der Diracschen Konstruktion sorgfiltig
unterschieden werden solite von dem gleichen Rotationsverhalten der Spinoren,
mit deren Hilfe mathematisch die Elementarteilchen beschrieben werden kénnen.
Wie wir gesehen haben, sind Spinoren Punktobjekte, im Gegensatz zu elnem
festen K&érper endlicher Ausdehnung. Doch sollte diese Ubereinstimmung des
Transformationsverhaltens beider Objekttypen tatsichlich vollkommen zufillig
sein? Ist es nicht naheliegend, in dem exakt gleichen Symmetrieverhaiten von
Elementarteilchen und {makroskopischen) festen Kérpern einen tieferen Zusam-
menhang zu sehen, letztendlich eine Bestitigung des naturwissenschaftlichen
Ansatzes, universell gliltige Gesetze zu finden?

1.6. Das Pauli-Prinzip

Euclid forbids superposing identical fermions.
R. W. Hartung (1979)

Bose-Fermi-Alternative. In der Quantenmechanik ist der Hilbert-Raum der
Zustandsvektoren eines N-Teilchen-Systems das N-fache Tensorprodukt der
Ein-Teilchen Hilbert-Réume, solange die Teilchen verschieden sind. Filir N
identische — d.h. ununterscheidbare — Teilchen dagegen gilt das Prinzip der
Permutationssymmetrie: Zwei Zustandsvektoren p; und g,, die sich durch eine
Permutation der Teilchen ineinander transformieren lassen, beschreiben denselben
physikalischen Zustand, d. h. es gilt g, =2y, flir ein zcC.

Um also alle Transformationen der Zustandsvektoren zu bestimmen, miissen
wir mathematisch alle eindimensionalen Darsteilungen der symmetrischen Gruppe
S, bestimmen, der Permutationsgruppe der Menge {1,..., N}. Betrachten wir
eine allgemeine Darstellung D der symmetrischen Gruppe Sx; in dem Darstellungs-
raum C, d. h. einer Abbildung D: §,,~>End(C), fiir die gilt:

D{G’igg):p(ﬂ'i)D{0’2) VO’i, UzESN, (1.?3)
und

Die) =1, {1.74)

wobei ¢ das neutrale Element von Sn; bezeichnet.

1.6.1. Satz. Es gibt nur zwei eindimensionale Darstellungen D: §5,— C der symmet-
rischen Gruppe Spz

1.) Dc)=1;

D(a)z{ 1, wenn ¢ gerade,

2.) —1, wenn ¢ ungerade ist.

Beweis. Der Beweis ist einfach, wenn man voraussetzt, da jede Permutation
c €8x ein (wenn auch nicht eindeutiges) Produkt von Transpositionen ist, z.B.
Scheja und Storch (1980), Satz 44.4 [p.339], oder Armstrong (1988), Theorem
(6.1) [p. 28] (Man beachte die Analogie zu den orthogonalen Gruppen, s.o.!). Da
jedoch eine beliebige Transposition 7 involutiv ist, 72:=¢, gilt, wegen (1.73) und
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{1.74), D(1)2=D(z2)=Dle)=1, also D(z)= +1. Da eine gerade Permutation das
Produkt einer geraden Anzahl von Transpositionen ist, und entsprechend eine
ungerade das Produkt einer ungeraden Anzahl, foigt die Behauptung. [

Geniigt eine Teflchenart der ersten (»symmetrischen«) der beiden mdaglichen
eindimensionalen Darstellungen, so heiBen die entsprechenden Teilchen Bosonen
und gehorchen der Einstein-Bose-Statistik, genligt sie der zweiten {»antisymmetri-
schen«) Darstellung, so heiBen die Teiichen Fermionen und gehorchen der Fermi-
Dirac-Statistik, vgl. Haag (1992) [pp. 36). Die Fermi-Dirac-Statistik hat jedoch zur
Konsequenz, daB zwei Teilchen sich nicht im selben Zustand befinden k&nnen,
denn sonst ergidbe eine Vertauschung (Transposition!) der beiden Teilchen ja
denselben Gesamtzustand, im Widerspruch zu der antisymmetrischen Darstellung.
Man sagt daher auch, daB Fermionen dem Paulisches Ausschlieflungsprinzip unter-
liegen.

{iblicherweise wird das Pauli-Prinzip mittels des Spin-Statistik-Theorems
(Haag, 1992, p.97) hergeleitet, das besagt, daB Teilchen mit 1/2-zahligem Spin
der Fermi-Dirac-Statistik geniigen, wihrend Teilchen mit ganzzahligem Spin der
Bose-Einstein-Statistik unterliegen. Hartung (1979} schlug eine geometrische

Begriindung vor:

Sel
E(n, ©) :={£: Aut(C™ | (F(x), 7)) = (x,¥) ¥ x,yeC"}
die Euklidische Gruppe.

6.2. Definition. Ein doppelt involutorischer Austausch zweler Punktemengen X, YcK?
ist ein Paar (f,f71), wobei fc E(n,K) und Y=7#(X) gilt.

6.3. Austauschsatz (Hartung 1979). Ein doppelt involutorischer Austausch . Fu

zweier identischer Mengen, d. h. f{X) = X, ist dquivalent einer Rotation um 2.
Fiir zwei identische spinorielle Objekte ist ein Austausch also gleich einer

27 -Rotation, diese aber nicht 4quivalent zur Identitit. Dieser Widerspruch filhrt

zu der Konsequenz:

Spinorielle Objekie konnen nie im identischen Zustand sein (Pauli-Prinzip).

Anhang: Die eigentlichen orthochronen Lorentztransformationen

Die Gruppe der Rotationen $0(3) = SO(3,R) wird erzeugt von den drei Rotationen

it O 0 cos¢ 0 sine cose —sing 0
Si(a)=| 0 cosep —sing|, Sya)=] 0 1 0 | Se)=| sing cose 0 |,
0 sing cosep —sine 0 cose 0 0 1
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»€[0,27), wobei S,.(p) eine Rotation um die x*-Achse um den Drehwinkel @ ist
(¢ =1,2,3). Analog erzeugen S,(7), i=1,2,3, 7=8-+it, #¢[0,2n), tcR, die Gruppe
SO(3, C) der komplexen Rotationen.

Schirfer kann man formulieren, daB zu jedem A<SO(3)=SO(3,R) eindeutige
P1, 92 93€[0, 27), die Eulorschon Winkel, existieren, so daB A= S;(,)S,(py)S,(e3)
ist. SO(3) wird durch 5;(9) und $3(9), $€[0, 27), erzeugt; siche Hein (1990).

Sei G=diag(l, ....1, —1, ...,~1) mit p positiven und ¢ negativen Eintrigen, und
sel O(p, q)={AcMp+q.R)| A'GA=G} wie oben definiert. Sind Sc M(p,R),

TeM(q,R), XeM(pXq,R) und YeMigxp,R) Matrizen, so ergibt eine leichte
Rechnung

I:f,;f €0(p,q) & SS=1+YLY, TT=1+X'X, S'X=Y'T

Seien weiter die Untergruppen SO(p,q) ={A4cO(p, ¢)| det A=1} (s. 0.) und
SO*(p, q) = [f-%(]ESO(p, q)| det §>0, det T> 0} definiert. Fiir P g21 ist SO%(p, q)
die Zusammenhangskomponente des Einselements in O{p, ¢). Insbesondere ist
SO*{p, ¢) Normalteiler in O(p, ¢) und in SO(p, q), vgl. Hein {1990).

Es gilt SO*(1, q)/S0(¢,R)=RY, sieche Dubrovin, Fomenko und Novikov (1985),
p. 57. Insbesondere ist SO*(1, ¢) = SO(g) X RY, da dies ein triviales Prinzipalbiindel
iiber R7 ist. Speziell filr g=3 ist dies die Gruppe der eigentlichen orthochronen
Lorentz-Transformationen, und es gilt

SO0*(1, 3) 2 $0(3) x R3

(An dieser Stelle sei bemerkt, daB SO(4) = SO(3)xS$3, vgl. Dubrovin et al., 1985).
Es gilt

£
so*(, 3):{[” x ]ESO(l, 3)| yeR, ygl}.

y D
Jede Lorentz-Transformation 1Bt sich nach der obigen Eigenschaft aus y, x, ¥ und
D bilden, die den Beziechungen y2=1-+ipi2, D'D=E+xtx und yx=yD {(xi=
(xt, x2, x3), yt=(y, »2, »2)cR3) geniigen. Es gilt

1 —1
T=Y(V)=W, x=—yy, y=—yRv, D=R+ yvz (Rv)v!

fiir eine Rotation R¢S0(3) und einen Vektor v der Relativgeschwindigkeit, wobei v
seinen Betrag bezeichnet, vgl. Sexl und Urbantke (1975).
Die spezijellen Lorentz-Transformationen

cosh¢ sinht 0 0 coshi 0 sinh¢ 0O
sinht cosht¢ 0 O _ 0 1 0 0
By(t) = 0 0 1 o By0) = gsinhf 0 cosht 0O |
0 0 01 0 0 0 H
cosht 0 O sinh{
0 1 0 0
sinhé O O cosh¢

fiir ein tcR heiBen Lorentz-Boosts in x!-, x2~ bzw. x3-Richtung; s. Hein (1990).
Newtonsch gesehen ist B, (f), « =1, 2, 3, angewandt auf ein Bezugssystem (Teilchen
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etc.) fiir einen Beobachter im Nullpunkt eine gleichformige Bewegung mit der
Geschwindigkeit v=c¢x¥/x=c¢sinh{/coshi=c¢tanht in x*-Richtung. Mit
cosh2f=1+sinh?f folgt sofort tanh2i/<1 V4, d. h. v2< c%. Ein Begugssylem bewegt
sich also relativ zu einem anderen mif einer Geschwindigkeit v, die immer Keiner ist
als die Lichigeschwindigkeit.

Graphisch kann man einen Lorentz-Boost um den Geschwindigkeitsparameter
teR in der (x0, x*}-Fbene und eine Rotation in der (x%, x?)-Ebene um den Winkel
p€[0,27) jeweils als Drehung darstellen, wobei #¢{0,27) der Winkel mit
tan & == tanh f ist;

20
x4 f‘ BN ax @
3 ’f - \\ p
-“? A e 'l e
-~ b -
E"’ i ﬁ 19 \\ e - \‘p
"~ ’:)m o 1 <o
.»""’ -"""Iz’ ..»’/ \\
/! b
S '
! \
K ! -
Fig. A 2a. Lorentz-Boost, tan & =tanh¢= 8 Fig A 2b. Rotation um den Winkel ¢.

Beachte, daB in Fig.A2a wegen itanht| <1 folgt: [#/<%. Mit den Parametern
B:=tanhf=tan #=v/c (Geschwindigkeit) und s:=tane (Neigung) gelten die
Beziehungen

_ B _ 8
1 S T
cosht= Fog =T COSP= AT
und fiir die Kombination zweier Boosts bzw. Rotationen in derselben Ebene
_ B4+ By _ _ .5 +5 _
B= 1+ 4,8 oder i=t+1y, bzw. & Ml-—slsz oder @ =@+,

Niheres zu den eigentlichen Lorentztransformationen siehe u. a. Gel'fand, Minlos
und Shapiro (1963), O'Neill (1983), Hein (1990), Srinivasa Rao (1988), Misner,
Thorne und Wheeler (1973).
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To a very high degree of acouracy, the space-time. we inhabit can be teken {0 bo
a smooth four-dimensional manifold, endowed with the smooth Lorentzian metric
of Einstein’s special or general relativity. The formalism most gommonly. used for
the mathematical treatment -of manifolds and their metrio ig, of oourge, the tensor
catoulus (.. .). But in the speoific-case of four dimensions and Lorentzian metsic
there happens o exist — by acoident or by providence — another formalism which
is in many ways more appropriate, and that is the formalism of 2-spinors. (...)
Spinor caloulus may be regarded as applying ¢ & deeper level of siructure of
space-timo then that described by the standard world-tensor calouius. By compartison
world-tensots are less rofined, fatl io make transparent some of the subtler
proportios of space-time brought partioularly to light by quantum mechanios and,
- not least, make certain types of mathematical caloulations inordinately heavy. (...)
Spinors soom to have profound links with the complex numbers thet appeoar in
guanfum mechanios ...

[p. vii]

Spinor differential equations arise most naturally in quantum theory, where it
is- presumed - from the theory of group represeniations and from requirements
of Loreniz invariance and linear superposition of states ~ that the basic equations
for {free) particles are linoar spinor laws, On translation, these usuaily become
non-linear tensor laws. Thus the attempt to regard the tensor laws, and the tensors
ooeuring in them, az fundamental, would negate the whole standard Jinoar
character and formalism of quantum theory.

[p. 220] |

But we may ask whether Nature is roaily so complicated: (...} If. as we shalt
tend to do in this book, one regards the spin-veotors as more basic than the
world-veclors, (...) if we starf from spinors, we have no sign ambiguity (since
the signs are part of the given struciure, not something that has to be dori\req).
The resulting space-time is aufomafically lime- and spaco-oriented and has
spin-struature. (....), Even the dimension and the signature of space-time are
‘oonsequences’ of our particular spinot formalism. The spinor algobra has inm
ifself a certain simplicity. The complications always seem to arise when we try
to interpret the spinor operations in space-time terms.

[p. 18]

_{...) We can choose the axiomatic spproach. Here we simply postulate the
algebraic requirements for the spinor system. The space-time structure, og., metric,
signature, topological requirements, are then thought of as derived properties,
(...} The existence of the spinor algebra might be regarded as providing a ‘deeper
roason for the particular space-time structure that arises,

{p. 212}

Roger Penrose and Wolfgang Rindler, Spinors and
Space-Time. Vol. 1. 2-Spinor Caloulus and Relativistic
Fields, Cambridge University Press, Cambridge 1984.



